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Đây là cuốn sách bài tập dùng cho học sinh học theo chương 
trình Toán nâng cao lớp 10. 


Các bài tập trong sách được sắp xếp theo các chương, mục 
của Sách giáo khoa Hình học 10 Nâng cao. 


Phần lớn các bài tập trong sách nhằm củng cố kiến thức và 
rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh theo mục tiêu của 
chương trình và SGK Hình học 10 nâng cao ; những bài tập 
này tương tự như các bài tập trong SGK. Vì vậy, học sinh làm 
được các bài tập đó sẽ có định hướng để giải các bài tập 
trong SGK. Ngoài ra còn có một số bài tập dành cho học sinh 
khá, giỏi. 

Cuối mỗi chương có các bài tập trắc nghiệm. Mỗi bài có bốn 
phương án trả lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. 
Nhiệm vụ của học sinh là tìm ra phương án đúng đó. 


Các tác giả chân thành cẩm ơn nhóm biên tập của ban Toán, 
Nhà xuất bẩn Giáo dục tại Hà Nội đã giúp đỡ rất nhiều để 
hoàn thiện cuốn sách này. 


Các tác giả 


102508  VEDTU 


A. CÁC KIỂN THỨC CØ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 
§1, §2, §3 : Vectơ, tổng vò hiệu của hơi veciơ 


¡~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẦN 
1. Các định nghĩa : Vectơ, hai vectơ cùng phương, hai vectơ cùng hướng, 
vectơ - không, độ dài vectơ, hai vectơ bằng nhau. 
2. Định nghĩa tổng của hai vectơ, vectơ đối của một vectơ, hiệu của hai 
vectơ. Các tính chất về tổng và hiệu của hai vectơ. 
3. Các quy tắc : 
Quy tắc ba điểm : Với ba điểm A, B, C tuỳ ý, ta luôn có AB + BC = AC. 
Quy tắc hình bình hành : Nếu ABCD là hình bình hành thì AB + AD = AC. 
Quy tắc về hiệu hai vectơ : Cho hai điểm A, B thì với mọi điểm O bất kì ta có 

AB = OB - OA. 

lI~ ĐỂ BÀI 

1. Cho hai vectơ không cùng phương đ và b. Có hay không một vectơ cùng 
phương với hai vectơ đó ? 

2. Cho ba điểm phân biệt thẳng hàng A, B, C. Trong trường hợp nào hai vectơ 
AB và AC cùng hướng ? Trong trường hợp nào hai vectơ đó ngược hướng ? 

3. Cho ba vectơ đ, b, ể cùng phương. Chứng tỏ rằng có ít nhất hai vectơ 
trong chúng có cùng hướng. 

4. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (Ó). Gọi H là trực tâm tam 
giác ABC và B' là điểm đối xứng với B qua tâm Ó. Hãy so sánh các vectơ 
AH và B'C, AB' và HC. 


19. 


Chứng minh rằng với hai vectơ không cùng phương đ và b, ta có 

Iz| — |B| < la + ð| < la| + l8Ì. 
Cho tam giác OAB. Giả sử OÄ+@B =OM, OA-OB=ON. Khi nào 
điểm M nằm trên đường phân giác của góc AÓB ? Khi nào điểm Ñ nằm trên 
đường phân giác ngoài của góc AOB ? : 


Cho hình ngõ giác đều ABCDE tâm Ó. Chứng minh rằng 

ÓÄ + OB + OC + ÓD + OE = 0. 
Hãy phát biểu bài toán trong trường hợp n-giác đều. 
Cho tam giác ABC. Gọi A' là điểm đối xứng với B qua A, Ö' là điểm đối 
xứng với C qua B, C” là điểm đối xứng với A qua C. Chứng minh rằng với 
một điểm Ó bất kì, ta có 


—-  _———— _—  _—— 


ÓÄ + ÓB + ÓC = ÓA' + OBÌ + ÓC'. 
Một giá đỡ được gắn vào tường như hình 1. 
Tam giác ABC vuông cân ở đỉnh C. Người 
ta treo vào điểm A một vật nặng 5N. Hỏi có 
những lực nào tác động vào bức tường tại 
hai điểm B và C ? 

Cho øn điểm trên mặt phẳng. Bạn An kí hiệu 
chúng là 4, 4s... 4„. Bạn Bình kí hiệu 
chúng là ÖØạ, Ö;,..., B„. Chứng minh rằng 


———— 


AIBi + A¿B; +... + A„B, =0. 


§4. Tích của một vec†ơ với một số 


I—~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Định nghĩa tích của vectơ với một số và các tính chất. 


2. Tính chất của trung điểm : 


_ =Điểm I là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi IÄ + IB = 0. 


— Nếu Ï là trung điểm của đoạn thẳng AB thì với mọi điểm O tơ có 


2OI = OÄ + OB. 


3. Tính chất của trọng tâm tam giác : 
~ Điểm G là trọng tâm tam giác ABC khi và chỉ khi GA + GB + ŒC = Ũ. 
- Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì với mọi điểm Ó ta có | 
30G = OA + OB + ÓC. 
4. Điều kiện để hai vectơ cùng phương : Điều kiện cần và đủ để vectơ b 
cùng phương với vectơ a # 0 là có một số k sao cho b=ka. 
Điều kiện để ba điểm thẳng hàng : Ba điển phân biệt A, B, C thẳng hàng 
khi và chỉ khi hai vectơ AB và AC cùng phương. 
5. Biểu thị một vectơ theo hai vectơ không cùng phương : 
Cho hai vectơ không cùng phương đ và b. Khi đó với vectơ 3 bất kì, luôn 
có cặp số duy nhất m và n sao cho Ÿ = mẩ + nb. 


lI- ĐỀ BÀI 
11. Cho ba điểm Ó, M, N và sốk. Lấy các điểm M' và N' sao cho 
OM' =kOM, ON' = kON. 
Chứng minh rằng M'N'=kMN. 
12. Chứng minh rằng hai vectơ đ và b cùng phương khi và chỉ khi có cặp số 


m, n không đồng thời bằng 0 sao cho mđ + nb = 0. 
Hãy phát biểu điều kiện cần và đủ để hai vectơ không cùng phương. 


13. Cho ba vectơ O4,OB,OC có độ dài bằng nhau và ÓA + OB + ÓC = 0. 
Tính các góc AOB, BOC, COA. 


¬ 


14. Chứng minh rằng với ba vectơ tuỳ ý đ, b, €, luôn luôn có ba số #, Ø,7 
không đồng thời bằng 0 sao cho zđ + Øb +7€ = 0. 

15. Cho ba điểm phân biệt A, B, C. 
a) Chứng minh rằng nếu có một điểm / và một số / nào đó sao cho 
TẢ = tIB + (L— Ð)IC thì với mọi điểm Ƒ', ta có 

TÄ=rTB+(t-ÐUP€. 

b) Chứng tô rằng 7Á = ¿1B + (1 — £)!C là điều kiện cần và đủ để ba điểm A, 
B, C thẳng hàng. 


16. 


11. 


18. 


19. 


20. 


Điểm M gọi là chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k z 1 nếu MẢ = kMB. 

a) Xét vị trí của điểm M đối với hai điểm A, B trong các trường hợp : 
k<0;0<k<1;k>1;k=-]. 

b) Nếu #⁄ chia đoạn thẳng A4 theo tỉ số &(k #1 và k z0) thì M chia 

đoạn thẳng BA theo tỉ số nào ? 

c) Nếu M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k (k # Ivà k z 0) thì A chia đoạn 

thẳng Ä⁄B theo tỈ số nào ? B chia đoạn thẳng MA theo tỉ số nào 2 


` d) Chứng minh rằng : Nếu điểm M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k z I thì 


với điểm Ó bất kì, ta luôn có 


—"= 
Cho tam giác ABC. Gọi M, N, P lân lượt là các điểm chia các đoạn thẳng 
AB, BC, CA theo cùng tỉ số k # 1. Chứng minh rằng hai tam giác ABC và 
MNP có cùng trọng tâm. 


Cho ngũ giác ABCDE. Gọi M,N,P, Q lần lượt là trung điểm các cạnh AB, 
BC, CD, DE. Gọi ï và 7 lần lượt là trung điểm các đoạn MP và NQ. 


Chứng minh rằng /7 // AE và J = TÁP. 

Cho tam giác ABC. Các điểm M, N, P lần lượt chia các đoạn thẳng AB, 
ĐC, CA theo các tỉÍ số lần lượt là mm, n, p (đều khác 1). Chứng minh rằng 
a)M,N,P thẳng hàng khi và chỉ khi mnp = 1 (Định lí Mê-nê-la-uýi) ; 


b) AM, CM, BP đồng quy hoặc Song song khi và chỉ khi mnp = —l (Đụ lí 
Xê-va). 


Cho tam giác ABC và các điểm A\, Bị, C¡ lần lượt nằm trên các đường 
thẳng BC, CA, AB. Gọi A›, B›, Cạ lần lượt là các điểm đối xứng với A;, Bị, 
C¡ qua trung điểm của BC, CA, AB. Chứng minh rằng 

a) Nếu ba điểm 4n, Bị, C¡ thẳng hàng thì ba điểm A;, B;, C¿ cũng thế ; 


b) Nếu ba đường thẳng AAq, BB\, CC đồng quy hoặc song song thì ba 
đường thẳng A4›, BB;, CC; cũng thế. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


28. 


Cho tam giác ABC, ¡ là trung điểm của đoạn thẳng AB. Một đường thẳng đ 
thay đổi luôn đi qua 7, lần lượt cắt hai đường thẳng CA và CB tại A' và B'. 
Chứng minh rằng giao điểm M của AB” và A'B nằm trên một đường thẳng 
cố định. 


Cho điểm Ó nằm trong hình bình hành ABCD. Các đường thẳng đi qua Ó 
và song song với các cạnh của hình bình hành lần lượt cắt AB, BC, CD, DA 
tại M, N,P, Q. Gọi E là giao điểm của BQ và DM, F là giao điểm của BP 
và DN. Tìm điều kiện để E, F, Ó thẳng hàng. 


Cho ngũ giác ABCDE. Gọi M, N, P, Ọ, R lần lượt là trung điểm các cạnh 
AB, BC, CD, DE, EA. Chứng minh rằng hai tam giác MPE và NỌR có 
cùng trọng tâm. 


Cho hai hình bình hành ABCD và ABC ”D' có chung đỉnh A. Chứng minh 
rằng 
a) BB' + C'C + DD' = 0 h 
b) Hai tam giác BC ”D và B CD” có cùng trọng tâm. 
Cho hai điểm phân biệt A, B. 
a) Hãy xác định các điểm P, Q, R, biết : 
2PA +3PB =0 ; -2QA+(QB =0 ; RA—3RB = Ö. 
b) Với điểm Ó bất kì và với ba điểm P, Q, R ở câu a), chứng minh rằng : 
OP =2OÁ+ SOÄ ; OÓ=20A-0B ; OR=-3OÄ+š0B. 


Cho điểm Ó cố định và đường thẳng đ đi qua hai điểm A, B cố định. Chứng 
minh rằng điểm M⁄ thuộc đường thẳng đ khi và chỉ khi có số ø sao cho 


OM = ø OÄ + (1—ø) OB. 

Với điều kiện nào của ø thì M thuộc đoạn thẳng 4B ? 

Cho điểm O cố định và hai vectơ #, ÿ cố định. Với mỗi số m ta xác định 
điểm M sao cho OM = mä + (1—- m)Ÿ. Tìm tập hợp các điểm M khi m 
thay đổi. | 

Cho tam giác ABC. Đặt CA =ä ; CB =b. Lấy các điểm A' và B' sao cho 
CA` = mã ; CBỈ = nồ. Gọi ï là giao điểm của A'B và BA. Hãy biểu thị 


vectơ C¡ theo hai vectơ đ và b. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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Cho tam giác ABC và trung tuyến AM. Một đường thẳng song song với AB 
cắt các đoạn thẳng AM, AC và BC lần lượt tại D, E và F. Một điểm G nằm 
trên cạnh 4B sao cho #G//AC. Chứng minh rằng hai tam giác ADE và BFG 
có diện tích bằng nhau. 

Cho hình thang ABCD với các cạnh đáy là AB và CD (các cạnh bên không 
song song). Chứng minh rằng nếu cho trước một điểm M nằm giữa hai 
điểm A, D thì có một điểm W nằm trên cạnh 8C sao cho AN//MC và 
DN/(/MB. 


Cho tam giác ABC. Lấy các điểm A', B, C” sao cho 
A'B =-2A'C; B'C =-~2B'A ; C'Ä = -2C'B. 

Đoạn thẳng AA' cắt các đoạn BB” và CC” lần lượt tại M và N, hai đoạn BB' 
và CC” cắt nhau tại P. 
a) So sánh các đoạn thẳng AM, MN, NA”. 
b) So sánh diện tích hai tam giác ABC và MNP. 

Cho tam giác ABC và ba vectơ cố định , Ÿ,w. Với mỗi số thực ¿, ta lấy 
các điểm A”, B, C' sao cho AA' = fữ, BBÌ = f,CC” = rủ. Tìm quỹ tích 
trọng tâm G” của tam giác ABC” khi : thay đồi. 

Cho tam giác ABC. 

a) Hãy xác định các điểm G, P, Ó, R, S sao cho : 

GA + GB + GC = Ö ; 2PA + PB + PC = Ö; ÓÄ + 3QB + 2QC =0; 
RA - RB+ RC =0; 5SA-2SB-SC =0. _ | | 
b) Với điểm Ó bất kì và với các điểm G, P, Q, R, Š ở câu a), chứng minh rằng : 


öö - loá + 1øš,løc, — o6-1øä. los, Lọẻ 
0G = 2ÓA + 3OB + ÓC ; 0ES20A+20B+ TÓC ; 
— _l1— l>x l— ¬_— . — 
OỢ = cÓA + zOB + ÓC ; OR =ÓOA -OB+ ÓC ; 


— 5_—  — ]—. 

O5 = 0A - 0B - ÓC. 

Cho tam giác ABC và một điểm Ó bất kì. Chứng minh rằng với mọi 
điểm M ta luôn luôn tìm được ba số #, /Ø, y sao cho ø + 8 +yzy =l\ và 


OM = øOA + 80B + „ÓC. Nếu điểm M trùng với trọng tâm tam giác 
ABC thì các số øz, Ø, y bằng bao nhiêu ? 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


Cho tam giác ABC và đường thẳng đ. Tìm điểm / trên đường thẳng đ sao 
cho vectơ # = MA + MB + 2MC có độ dài nhỏ nhất. 
Cho tứ giác ABCD. Với số k tuỳ ý, lấy các điểm M và N sao cho 


AM = kAB và DN = kDC. Tìm tập hợp các trung điểm / của đoạn thẳng 
MỊN khi k thay đổi. 


Cho tam giác ABC với các cạnh AB = c, BC = a, CA = b. 
a) Gọi CM là đường phân giác trong của góc C. Hãy biểu thị vectơ CM 
theo các vectơ CA và CB. 
b) Gọi 7 là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng 
a]Ä + bIB + clC = 0. 
Cho tam giác ABC có trực tâm H và tâm đường tròn ngoại tiếp Ó. Chứng 
minh rằng 
a) ÓOA + OB + ÓOC = OH ; 
b) HA + HB + HC = 2HÖ. 
Cho ba dây cung song song A4¡, BỠ¡, CC; của đường tròn (Ó). Chứng 


minh rằng trực tâm của ba tam giác ABCI, „ BẢN và CAB¡ nằm trên một 
đường thẳng. 


Cho ø điểm Á¡, 4¿,..., Á„ và n số kị, k¿,..., k„ mà &k + kạ +... + k„ = k# 0. 
a).Chứng minh rằng có duy nhất một điểm G sao cho 

kịOA| + kạGA; +... + k„ƠA„ =0. 
Điểm G như thế gọi là âm t cự của hệ điểm A;, gắn với các hệ số kị. Trong 
trường hợp các hệ số k; bằng nhau (và do đó có thể xem các k¡ đều bằng ]), 
thì G gọi là trọng tâm của hệ điểm A,, 
b) Chứng minh rằng nếu G là tâm tỉ cự nói ở câu a) thì với mọi điểm Ó bất 


kì, ta có 


0G = + (MOAi + ạÓ4; + ...+ k,OA,). 


Cho sáu điểm trong đó không có ba điểm nào thẳng hàng. Gọi A là một 
tam giác có ba đỉnh lấy trong sáu điểm đó và A' là tam giác có ba đỉnh là 


lãi 


ba điểm còn lại. Chứng minh rằng với các cách chọn A khác nhau, các 
đường thẳng nối trọng tâm hai tam giác A và A' luôn đi qua một điểm 
cố định. 

42. Cho năm điểm trong đó không có ba điểm nào thẳng hàng. Gọi A là tam. 
giác có ba đỉnh lấy trong năm điểm đó, hai điểm còn lại xác định một 
đoạn thẳng Ø. Chứng minh rằng với các cách chọn A khác nhau, đường 
thẳng đi qua trọng tâm tam giác A và trung điểm đoạn thẳng Ø luôn đi qua 
một điểm cố định. 


§5. Trục toq độ vò hệ trục toạ độ 


I~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định nghĩa về trục toạ độ, toạ độ của vectơ và của điểm trên một trục. 
Độ dài đại số của vectơ trên trục. 


2. Định nghĩa hệ trục toa độ, toạ độ của vectơ và của điểm đối với hệ trục 
toạ độ. Mối liên hệ giữa toạ độ của vectơ và toạ độ các điển đầu và điểm 
cuối của nó. 

3. Biểu thức toạ độ của các phép toán vectơ : Phép cộng, phép trừ vectơ và 
phép nhân vectơ với số. 


4. Toa độ của trung điểm đoạn thẳng và toạ độ của trọng tâm tam giác. 


II— ĐỀ BÀI 
43. Cho các điểm A, B, C trên trục Ox như hình 2. 


lÔi Ó A b b2 
Hình 2 
a) Tìm toạ độ của các điểm A, B, C. 
b) Tính AB, BC, CA, AB + CB, BA - BC, AB.BA. 
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44. 


45. 


Trên trục (Ó :Ö cho hai điểm Mí và N có toạ độ lần lượt là -5 và 3. Tìm 


toa độ điểm P trên trục sao cho —— PM =_1, 
PN 2 


Trên trục (Ó;¡) cho ba điểm A, B, C có toạ độ lần lượt là — 4, — 5, 3. Tìm toạ 
A MB 


_ độ điểm M trên trục sao cho MA + MB + MC = 0. Sau đó tính MA và 
46. 


MB MC` 
Cho a, b, c, đ theo thứ tự là toạ độ của các điểm A, B, C, D trên trục Óx. 


a) Chứng minh rằng khi ø + b # c + đ thì luôn tìm được điểm ẤM sao cho 
MA.MB-= MC.MD. 
b) Khi AB và CD có cùng trung điểm thì điểm M ở câu a) có xác định không ? 
Áp dụng. Xác định toạ độ điểm M nếu biết : 
a=-2, b=5, c=3, d=-l. 


Các bài tập từ 47 đến 52 được xét trong mặt phẳng toạ độ Oxy 


4A7. 


48. 


49. 


50. 


51. 


Cho các vectơ đ(1;2), b(~3; 1),£(~4; — 2). 


a) Tìm toa độ của các vectơ 


ñ=2ä-3B+ế ;v=-ä+ LE- lẽ ;ø = 3ả + 2B + 4ể 


G3 
t 


và xem vec(ơ nào trong các vectơ đó cùng phương với vectơ B cùng 
phương với vectơ }. 

b) Tìm các số z, n sao cho đ =mb + nể. 

Cho ba điểm A( ; 5), B(1 ; 1), C@ ; 3).. 

a) Tìm toạ độ điểm Ð sao cho AD = 3AB — 2AC. 

b) Tìm toạ độ điểm E sao cho ABCE là hình bình hành. Tìm toạ độ tâm 
hình bình hành đó. 

Biết M(xị ; yị), NŒ¿; y¿), P@ ; y) là các trung điểm ba cạnh của một tam 
giác. Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác. 

Cho ba điểm A(0 ; -4), B( —5 ; 6), C@ ; 2). 

a) Chứng minh rằng ba điểm A, B, C không thẳng hàng ; 

b) Tìm toa độ trọng tâm tam giác ABC. 


Cho tam giác ABC có A(-1 ; L), 8( ; -3), đỉnh € nằm trên trục Óy và 
trọng tâm Ở nằm trên trục Óx. Tìm toạ độ đỉnh C. 
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52. Cho hai điểm phân biệt A(xx ; y4) và BQxg ; yg). Ta nói điểm M chia đoạn 
thẳng Að theo tỉ số k nếu MA =kMB_ (k z1). Chứng minh rằng 


x — kxp 
ng 
— ky 

yụ = “AE, 


ÊÏ|bòi tạp ôn tập chương I 


53. Tam giác ABC là tam giác gì nếu nó thoả mãn một trong các điều kiện 
sau đây ? 


a) |AB + AC| = |AB ~ AcÌ. 
b) Vectơ AB + AC vuông gốc Với vectơ AB + CA. 

54. Tứ giác ABCD là hình gì nếu thoả mãn một trong các điều kiện sau đây ? 
a) AC - BC = DC. 


b) D = mDC + DA. 


55. Cho Ó là trọng tâm tam giác ABC. Trên cạnh AB lấy hai điểm Mí và N sao 
cho AM = MN = NB. 


a) Chứng tỏ rằng G cũng là trọng tâm tam giác MNC. 
b) Đặt GA = ä, GB =b. Hãy biểu thị các vectơ sau đây qua đ và b: 
GC, AC,GM,CN. _ 
56. Cho tam giác ABC. Hãy xác định các điểm M, N, P sao cho : 
a) MẢ + MB - 2MC = 0 ; 
b) NA + NB+2NC =0 ; 
c) PA - PB + 2PC = 0. 
57. Cho tam giác ABC, với mỗi số k ta xác định các điểm A', B' sao cho 
ẢA' = kBC, BB' = kCA. Tìm quỹ tích trọng tâm G' của tam giác A'B“C. 
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58. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho hai điểm A(4 ; 0), 82 ; - 2). Đường 


thẳng AB cắt trục Oy tại điểm M. Trong ba điểm A, B, M, điểm nào nằm 
giữa hai điểm còn lại. 


Các bài tập trắc nghiệm chương I 


1. 


Cho tam giác đều ABC có cạnh a. Độ dài của tổng hai vectơ AB và AC 
bằng bao nhiêu ? 


(A)24; (B)z; (C a3 ; (D) số, 


Cho tam giác vuông cân ABC có AB = AC = a. Độ dài của tổng hai vectơ 
AB và AC bằng bao nhiêu 2 


(A) a2 ; œ) SẼ, (22;  — (Da. 


Cho tam giác ABC vuông tại A và AB = 3, AC = 4. Vectơ CB + AB có độ 
dài bằng bao nhiêu ? 

(A)2; (®) 2/13 ; (Q4; (D) v13. 

Cho tam m giác ‹ đều ABC có cạnh bằng z2, H là trung điểm của cạnh BC. 
Vectơ CA—-HC có độ dài bằng bao nhiêu ? 


4... 34. 23 sT, 


2" (œ ; (D) —— 


Gọi Ở là trọng tâm tam giác vuông ABC với cạnh huyền BC = 12. Tổng hai 
vectơ GB + GC có độ dài bằng bao nhiêu ? 
(A)2; _  @®)2M3; (C)8; () 4. 


Cho bốn điểm A, B, C, D. Gọi 7 và J lần lượt là trung điểm của các đoạn 
thẳng AB và CD. Trong các đẳng thức dưới đây, đẳng thức nào sai ? 


(A) 


(A) 2U = AB+CD ; (B) 2 = AC + BD ; 
(C) 21 = AD +BC ; (D) 21 + CA + DB =0. 


Cho sáu điểm A, B, C, D, E, F. Trong các đẳng thức dưới đây, đẳng thức 
nào sai ? 


——- — _ -ộ--'v —  —— — —— —— — — 


(C_AD + BE +CF = AF + BD + CE ; (D) AD+ BE+CF = AF + BE+CD. 
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19. 


11. 


12. 


l6 


Cho tam giác ABC và điểm / sao cho 1A = 2IB. Biểu thị vectơ Cỉ theo hai 


vectơ CA và CB như sau : 


`" == (B) Cï =~ CA +2CB; 
`. == Đ) cỉ =<^*Z%Ẻ. 


Cho tam giác ABC và ï là điểm sao cho /A + 21B =0. Biểu thị vectơ CỶ 


theo hai vectơ CA và CB như sau : 


(A)  = (B) CÏ =— CẢ + 2CB ; 
S."=- ®Đ) Cỉ =<^* 28, 


— 


Cho tam giác ABC với trọng tâm Œ. Đặt CA = ảđ, CB = b. Biểu thị vectơ 


AG theo hai vectơ đ và b như sau : 


(A) A6 = 22-?, (B) AG = 2210, 
3 3 
(C) A6 = == (D) A6 = , 


Cho Ở là trọng tâm tam giác ABC. Đặt CA =, CB =b. Biểu thị vectơ 


ŒG theo hai vectơ đ và b như sau : 


(A) Cổ = “SẼ; ®) Cổ = 2+0), 
(C) có _ = . . (®Đ) cóc - == 


Trong hệ toạ độ Óxy cho các điểm A(1 ; —2), B(0 ; 3); C(—3 ; 4), D(—1 ; 8). 
Ba điểm nào trong bốn điểm đã cho là ba điểm thẳng hàng ? 


(A)A,B,C; (B)B,C,ĐD; (C)A,B,D; (D)A,C, D. 


13. Trong hệ toạ độ Óxy cho ba điểm A(1 ; 3), B(—3 ; 4) và G(0 ; 3). Tìm toạ độ 
điểm € sao cho Ở là trọng tâm tam giác ABC. 
(A)@;2) ; (B)@;-2); (O(;0); (D) (0; 2). 

14. Trong hệ toạ độ Oxy cho hình bình hành ABC?D, biết A = (1 ; 3), B= (—2; 0), 
€ =(2;—1). Hãy tìm toạ độ điểm D. 


(A)@;2); (B)®; 2); (Q(4;—1); (D) @; 5). 


B. LỜI GIẢI - HUỚNG DẪN - ĐÁP SỐ. 
§1, §2, §3 : Vectơ, tổng và hiệu của bai vectơ 


1. Có. Đó là vectơ-không. 


2. AB và AC cùng hướng khi A không nằm 
giữa B và C, ngược hướng khi A nằm giữa B 
và Œ. 

3. Nếu Zđ ngược hướng với b và ä ngược hướng 
với £ thì và £ cùng hướng. Vậy có ít nhất. 
một cặp vectơ cùng hướng. 


4. (h. 3) Hãy chứng tỏ rằng AHCB' là hình bình 
hành. 


Từ đó suy ra AH = B'C và AB' = HC. Hình 3 
5. (h. 4) Từ điểm Ø bất kì, ta vẽ ÓA =ẩ, 
AB =b, vì ä và b không cùng phương nên 


ba điểm O, A, 8 không thẳng hàng. Khi đó, ˆ 
trong tam giác ÓAB ta có : z ? 
OA —-AB < OB < OA + AB 
` | bx ¬ rx ¬|: „mm O B 
hay là |2|—|bÌ< |z+ ðÌ< lz\+ lB|. .. _ Hình 4 


2A- BT HÌNH HỌC (NC) 17 
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Theo quy tắc hình bình hành, vectơ OM = OA + OB nằm trên đường chéo 
của hình bình hành có hai cạnh là ØA và ÓB. Vậy ØX⁄ nằm trên đường 
phân giác của góc AOB khi và chỉ khi hình bình hành đó là hình thoi, tức 
là ÓA = OB. Ta có ON = OA - OB = BẢ nên ON nằm trên đường phân giác 
ngoài của góc AOB khi và chỉ khi @N L OM hay BA L OM, tức là QAMB 
là hình thoi, hay ÓA = ÓB. 

(h. 5) A 


—=—-  — _— ẻ —- 


Đặt ú = ÓA + OB + ÓC + (OD + ÓE. 

Ta có thể viết : E 5 
 = OA + (OB + OE) + (ÓC + ÓD). 

Vì OA là phân giác của góc BÓE và ÓOB = OE 

nên tổng OB + ÓE là một vectơ nằm trên đường D C 

thẳng ÓA. Hình 5 


Tương tự, vectơ tổng ÓC + ÓD là một vectơ cũng nằm trên đường thẳng ÓA. 
Vậy là một vectơ nằm trên đường thẳng ÓA. Chứng minh hoàn toàn 
tương tự, ta có # cũng là một vectơ nằm trên đường thẳng ÓB. Từ đó suy 
ra # phải là vectơ - không :ử=0, 

Một cách tổng quát, ta có thể chứng minh mệnh đê : 

Nếu AtAa,...A„ là n- giác đêu tâm Ó thì OA, + ÓÁ; +... + OA,„ = Ö 


Ta có : 
ÓA + OB + OC 
= 0A + A'Ä+ 0B`+ B'B + ÓC`+ ClỎ 


—-  —— ——› 


= ÓA' +ÓB' + ÓC". 


(h. 6) Tại điểm A có lực kéo F hướng 
thẳng đứng xuống dưới với cường độ 


5N. Ta có thể xem Ƒ là tổng của hai 


Hình 6 


28- BT HÌNH HỌC(NC) 


19. 


vectơ F¡ và E, lân lượt nằm trên hai đường thẳng AC và AB. Dễ dàng 
thấy rằng 

II =lBl+a |E|=lElj5 
Vậy, có một lực ép vuông góc với bức tường tại điểm CŒ với cường độ 5N, 
và một lực kéo bức tường tại điểm B theo hướng BA với cường độ 542 N. 
Lấy một điểm Ó nào đó, ta có 


AIBi + AsB; +...+ A,B, = OBI — OAI + OB, — OA, +... + OB, — OÁ„ 
= (On; + OB; +... + OB,) - (0A + ÓA; +... + ÓA,). 


Vì ø điểm Bị, B¿,..., B„ cũng là ø điểm A¡, 4a, ..., A„ nhưng được kí hiệu 
một cách khác, cho nên ta có 


OB, + OB, +... + OB„ = OÁi + ÓÁ; +... + ÓÁ,. 


_ Suyra AjB|+4;B; +...+ A,B„ = 0. 


§4. 


11. 


12. 


13. 


Tích của một vectơ với một số 
Ta có M'N' = ONÌ~ OMÌ = kOÓN - kOM = k(ON - OM) = kMN. 
Nếu có mẩ + nồ = Ö với m # 0, ta có ä = —-P, suy Ta ẩ và b cùng phương. 


Ngược lại, giả sử đ và b cùng phương. 

Nếu đ =0 thì có thể viết mđ + 0b = Ö với m # 0. 

Nếu đ 0 thì có số m sao cho Ð = mẩ tức là mẩ + nb =0, trong đó 
n=—]#Q. 

Vậy điều kiện cần và đủ để Z và b cùng phương là có cặp số mm, n không 


đồng thời bằng 0 sao cho zmở + nb =0. 
Từ đó suy ra 


Điều kiện cần và đủ để hai vectơ ä và b không cùng phương là nếu 
mã + nb = Ô thì m = n = Ô. 

Vì ÓA, OB,OC có độ dài bằng nhau nên Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC. Lại vì OA + OB + ÓC = 0 nên O là trọng tâm tam giác ABC. Suy 
ra ABC là tam giác đều. Vậy các góc AOB, BÓC, CÓA đều bằng 120”. 
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14. s Nếu hai vectơ ẩ,b cùng phương thì có cặp số mm, ø không đồng thời bằng 0 
sao cho øä + nb = 0. Khi đó có thể viết øẩ + Øb + rẻ =0, với ư =m, 
8=",y=0. 

e Nếu hai vectơ đ,b không cùng phương thì có các số ø,/ sao cho 
ề = ơđ + Áb, hay có thể viết œzđ + 8b + yế =0 với y =-I. 

15. a) Theo giả thiết : I4 = /IB + (I— )IC, thì với mọi điểm Ƒ”, ta có 
TỈ+T'Ä =:(T+T'B)+(— 0(TỶ + TẺ) =t'B+(1— ĐU'C + TT, 

Suy ra LA= I'B+(L—ÐP'C. 
b) Nếu ta chọn 7 trùng với A thì có 0 = 4B + (1— AC, đó là điều kiện 
cần và đủ để ba điểm A, B, C thẳng hàng. 

16. a) Nếu & <0 thì M nằm giữa A và B, hoặc trùng với A. 

Nếu 0 < k< 1 thì A nằm giữa M và B. 

Nếu É > 1 thì 8 nằm giữa A và M. 

Nếu & = —I1 thì M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 
b) Theo giả thiết : & # 0 và & # 1, ta có 


M chia đoạn thẳng AB theo tỈ số & © MA = kMB © MB= „MA 


© M chia đoạn thẳng BA theo tỉ sốc. 


c) e M chia đoạn thẳng AB theo tỉ sốk«€> MA=kMB © MẢA=k(MA+ AB) 


—— k — Ẵ 2 
hay AM = x18 © A chia đoạn thắng Mỹ theo tỉ số P , 


e M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số & © MA = kMB c> BẢ- BM = kMB. 


© BM = T-zBÄ © Bchia đoạn thẳng MA theo tỉ số 


d) M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k © MA = kMB 
© ÓA - OM = k(OB - OM) (trong đó O là điểm bất kì) 
© ÓA - kOB = (1— k)OM 
—, DÁ-kOB 
© OM = GÀ — K05 —. 
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17. Gọi G là trọng tâm tam giác MNP thì ta có 
GÀ - kGB „ GB - kGC _ GC - kGẢ 
L—k: lI—k l—k 
© GA + GB + GŒC =0. 
Vậy Ở cũng là trọng tâm tam giác ABC. 
18. (h. 7) Ta có 
2 = IQ+1N 


GM + GN + GP = Ũ © 


=0 


= TM + MÔ + TP + PN 
- MỒ + PN 

= }(AE + BĐ) + }DẺ 
mm 2 


l— 


Vậy 1J = TAE. Suy ra JJ//AE và lJ = TÁE. 


19. a)(h. 8) 
Lấy một điểm Ó nào đó, ta có 


—_ ĐẢ- mOB_ 


ØOM =—————— ;, 
l—m 
-ON - OB~ n0C . 
l—n 
—_ OC- pOA 
0P=—TTp” Hình 8 


Để đơn giản tính toán, ta chọn điểm Ó trùng với điểm C. 
Khi đó ta có : 
— CÁ mEB —. Cổ  -pEÄ 
l—m l—n _ l=p` 


Œ)... 


Từ hai đẳng thức cuối của (1), ta có : 


—ÌÏ— 


CB = (1 — n)CN, CÁ =—CŒP 
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` 9.X , =ÏÍ ©®x= 
pX.——T = 


và thay vào đẳng thức đầu của (1), ta được : 
CM=_P-=l cp_ m-=")GÑ, 
pq — m) l—m 

Từ bài toán 15b) ta suy ra điều kiện cần và đủ để ba điểm M, N, P thẳng 
hàng là : 

pTÌ] — m{1 — n) 
pq - m) l—-m 
b) (h. 9) 
Giả sử AN cắt BP tại ï và giả sử ï chia 
đoạn thẳng AN theo tỉ số x. Như vậy 
ba điểm P, ¡, 8 thẳng hàng và lần lượt 
nằm trên ba cạnh của tam giác CAN. 
Ta có P chia đoạn thẳng CA theo tỉ số 
p, Ï chia đoạn AN theo tỉỈ số x, 8 chia 


=l© p—I- pm(l - n) = p(l - m) ©® mnp = Ì. 


đoạn WC theo tỉ số =T (suy từ giả 


Hình 9 
thiết ý chia đoạn BC theo tỉ số n). Vậy theo định lí Mê-nê-la-uýt ta có 


n—Ì] 


Giả sử AN cắt CM tại Ứ, và I' chia AN theo tỉ số x'. Như vậy ba điểm 7, C, 
M thẳng hàng và lần lượt nằm trên ba cạnh của tam giác ANB. Ta có : 
1 
l—n' 


Ƒ' chia đoạn AM theo tỉ số x', C chia đoạn Nð theo tỉ số M chia đoạn 


BA theo tÍ số - . Vậy áp dụng định lí Mê-nê-la-uýt, ta có : 


| | : 
'ITng mi ©S*x = m(1 — n). 


xì 
Ba đường thẳng AN, BP, CM đồng quy khi và chỉ khi 7 trùng J hay x = z, 
có nghĩa là : 


n—] 


= m(l — n) © mnp = —]. 
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20. 


21. 


+) Xét trường hợp AN và BP song song 
(h. 10). Ta có : 


AN =CN ~ CẢ - +-Ì_ €8 — CẢ ; 


CM =+ˆ—CẢT-+”—C8. 


—m l—m 
Do AN//BP nên 
| | 1 p-I _ 
:(0 =-l:- ©-—=— Hình 10 
l—n pTÌ] l—n p : 
© p=(l1-rn)(p-— ]) © np=n-l. - (*) 
Khi đó điều kiện cần và đủ để AN, BP và CM song song với nhau là CM 
cùng phương với AN. Vì CM = = nên CM cùng phương với 
AN khi và chỉ khi = : (m) = -l ©@ mứn — 1) = —1.. (**) 


Từ (*) và (**) ta suy ra mmp = —1. 


Ta gọi k, !, m là các số sao cho A¡B = kA¡C : BỊC = IBỊA; CẢ = mQ¡B. 


Chú ý rằng ba điểm 4¡, B¡, C¡ lần lượt đối xứng với ba điểm 4;, B;, C; 


qua trung điểm đoạn thẳng BC, CA, AB nên ta có 


AyC =kAsB,  B„Á =IB,C ; CạB = mC;A. 


Từ đó bằng cách áp dụng định lí 
thuận và đảo của định lí Mê-nê-la-uýt 
(hoặc Xê-va) ta chứng minh được câu a) 
(hoặc câu b)). 


(h. 11) 

Đặt CB = mCB', MB` = nMA. 

Xét tam giác ABB với ba đường đồng quy ⁄ 
- là AC, BM và B1 (đồng quy tại A?. Vì Hình II 
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22. 


23. 


24 


IA =—IB nên theo định lí Xê-va, ta có mm = —I hay mm = Ì. Từ 
MB = nMA ta SUY Ta mMB = mnMA = MA. Vậy ta có CB = mCB' và 
MA = mMB`, điều này chứng tỏ rằng CM // AB. Vậy điểm Mí luôn nằm 
trên đường thẳng cố định đi qua C và song song với A. 

(h. 12) Xét tam giác ABO và ba điểm 
thắng hàng M, E, D. Giả sử M chia AB 
theo tỉ số m, E chia BQ theo tỉ số ø và 
D chia QA theo tỉ số p, theo định lí 
Mê-nê-la-uýt ta có mmp = l. 


Xét tam giác QNB và ba điểm O, E, €. 
Khi đó Ó chia QN theo tỉ số m, C 
chia WB theo tỉ số ¡ và E chia BQ Hình 12 
theo tỉ số p. Vì mup = 1 nên ba điểm 

ÓO, E, C thẳng hàng. 


Cũng chứng minh tương tự, ta có ba điểm #, Ó, A thẳng hàng. Vậy để ba, 
điểm E, Ó, F thẳng hàng, điều kiện cần và đủ là năm điểm A, C, E, F, Ở thẳng 
hàng, hay điểm @ phải nằm trên đường chéo AC của hình bình hành 
đã cho. 

(h. 13) Với điểm Ở bất kì ta có : 

GMi + GẺ + GẺ = (GÀ + GB) + >(GC + GD) + G 


=5(GB+G€)+2 (GD+GE)+ 5 (GẺ + GẢ) 
=GN + GQ + GŒR. 


Vậy GM + GP + GE = Ũ 


œ GN + GQ + GR =0. 
Suy ra trọng tâm hai tam giác MPE và NỌQR 
trùng nhau. - 


Hình 13 


24. (h. 14) 
a) BB'`+C'C + DD' 
= AB'~ AB + AC - AC' + AD`— AD 
= (AB! + AD')~ AC' ~ (AB + AD)+ AC 
= AC'— AC'~ AC + AC =0. 
b) Với điểm ỞŒ bất kì ta có 
GB + GŒC' + GD 


—_—  — _——_—-' -TccTẶT- -——— 


= GB`+ B'B + GŒC + CC' + GD`+ D'D 
= GBÌ + GŒC + GD! + (B'8 + CC + D'Đ) 
= GBÌ+ GC + GD!. 

Suy Ta : GB + GC' + GD = 0 © GBÌ + GC + GD' =0. 
Vậy trọng tâm hai tam giác BC”D và BC trùng nhau. 


Hình 14 


25.a) se 2PA+3PB=0 œ 2PA + 3(PÄ + AB) = Ö 
© SPÁ + 3AB = Ö œ AP = ŠAB. 


e -20A + QB =0 © -2QÄ + QA + AB =0 © AQ = BA. 


—— 


e RA - 3RB = Ũ © RA — 3(RÄ + AB) = Ú œ AR = Š AB, 
b) e 2PẢ+3PB =0 © 2(OÄ - OP) + 3(OB - OP) = 0 


© OP = -OA + +OB ì 


e -2ÓA + QB = 0 -2(OÄ - OQ) + (0B - O0) = 0 
© OÓQ = 20A -OB ; 
e RA - 3RB = 0 © (OÄ - OR) - 3(OB - OR) = 0 
© OR = —2 OẢ + S0B. 
26. Ta có : OM = øOÄ + (L~ ø)OB  OM = ø(OÄ - OB) + OB 
© OM - OB = ø(OA - OB) © BM = ơBÄ © M e d. 
Vì BM = œBA nên M thuộc đoạn thẳng AB khi và chỉ khi 0 < ø <1. 


27. 


28. 


29. 
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Lấy hai điểm A, 8 sao cho OA=j và OB =ÿ thì theo bài 26, ta có 
OM = mï + (1— m)Ý khi và chỉ khi M nằm trên đường thẳng AB. 
Vì ï nằm trên A'ð và AB” nên có các số x và y sao cho : 
Cï = xCAÌ + (1— x)CB = yCA + (1— y)CB” 
hay xưä +(1— x)b = yẩ + (L— y)nP. 
Vì hai vectơ đ, b không cùng phương nên từ đẳng thức cuối cùng ta suy: Tả 


mx = y Và (1 — x) = n(1 - y). Từ đó ta có l— x = n(— mz) = n — mnx 


—ñố 
hay x=T— | 
vay C¡ =đ=z (y_ 1=" Ì§ „ mŒ-= mà. ng my. 
¬ 1~ mn l— mm 1—mn 
(h. 15) 


Ta đặt CA = đ; CB = b. Khi đó CM = 


° IS 


A . 
Vì E nằm trên đoạn thẳng AC nên có số k | Ù 

sao cho CE = kCA = kả, với 0 < &< 1, Ầ A\ 

Khi đó CF = kCB = kb. 


Điểm D nằm trên AM và EF nên có hai số 
+ Và y sao cho 


CD = xCA + (1— x)CM = yCE + (1~ y)CE 


hay xả +5 = bổ + kú — y)ỗ. 


_—" = k{l - y). Suy 


Vì hai vectơ đ,b không cùng phương nên x = ky và : 5 


ra x = 2k — 1, do đó CD = (2k ~ 1)ẩ + (1 — k)b. 

Ta có : 

ED = CD - CE = (2k ~ l)ä + (L~ k)b — kä = (1 — k)(ð ~ ä) = (1 ~ k)AB. 
Chú ý rằng vì CF = kCB nên AG = kAB hay AB+BG = kAB, Suy Ta 
( - k)AB = GB. 


30. 


31. 


Do đó ED = GB. Như vậy, hai tam giác ADE và BFG có các cạnh đáy ED 
và GB bằng nhau, chiều cao bằng nhau (bằng khoảng cách giữa hai đường 
thẳng song song) nên có điện tích bằng nhau. 


Gọi Ó là giao điểm của hai đường thẳng AD 
và BC (h. 16). 


Đặt OA=đ;OB=b;OD =kä, khi đó 
ÓC = kb (vì AB/IDC). Giả sử OM = mã. 
Ta xác định điểm NW trên BC sao cho 
AN/JCM. Ta chứng minh rằng DN // BM. 


Vì N nằm trên 8C nên ON = nb. Khi đó 


AN =ON -ÓA = nb~ä. 


—.  —„,  — ¬ Hình i6 
Mặt khác CM = OM — ÓC = mả - kb. 


Vì AN//CM nên hai vecơ AN và CM cùng phương, tức là 


hay ø= Vậy ÓON = =5. Từ đó DN =ON ~ØB = ~Š - kả. Lại có 


m 
hi = 0M ~ 0 = mã ~Ä =—T. [5 ð ~ kã = ~T£ DN, 


Vậy BM và DN cùng phương, hay DN//BM. 
(h. 17) 
a) Đặt CA = ä;CB = b. Theo giả thiết ta có : 


—: CB _b_. ¬y_2zz_ 23, 
CÁ =-2-=3+; CB. = CA =2 : 
SG: CÁ+2CE „d2, 


Vì ÉM là giao điểm của AA' và BB' nên có các 
số x và y sao cho : 


CM = xCÄ + (1 x)CA' = yCB + (— y)CB', 


Hình 17 
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28 


_ 


¬ 28 
hay : xã +(1~x)2 =yB+(—3) 


Vì hai vectơ đ và b không cùng phương nên từ đẳng thức trên ta suy ra 
_^ I— l—x 
2d) v ày=—*. 


— 3 3 
Giải ra ta được : =đv -1 
1ả1 ra fa ỤC:X= 2 }=”¬ 
Từ đó ta có 
—: 4— 3— 4—- 3—_ r2 cờ. 3—: 
=— — r — — = MA =-—MA' 
CM „CA +3CA' = a MÃ + TMA 0> 1 
= AM =)ÁA'; 


CM = CB + SCB` = ¡MB + 2.MP` =Ö = MB = ~6MB' 


>> MB' —= -BB.. 


Tương tự, với MB' = +BB' ta cũng có WA' = TAA', 


Vì AM = 3VAA' nên MỊN = 3AA, 
Tóm lại, ta có AM = MN = 3NA.. 
Tương tự: BP = PM = 3MB`' và CN = NP = 3PC'. 
b) Gọi Š là diện tích tam giác ABC. Từ giả thiết ta suy ra AB'= SÁC, 


CA' =} CB, BC” = 35A. 


3 
Vậy ta CÓ : Sapp' = SgcC' = SCAA' = sể 
Trong tam giác ABB,, ta có MB” = 2BB' nên S4p: = TỔ App = siề: 
" 


Từ đó suy ra 


SMNP = SABC — SABB' — SBCC' ~ SCAA' † SagM + SgCP † ŠCA'N 
s = _ 


Vậy Sapgc = 7SMNP: 


32. Gọi Ớ là trọng tâm tam giác ABC thì 


33. 


34. 


ao  —  —  — 


3GG' = GA` + GB` + GC” = GÀ + AA` + GB + BB` + GŒC + CC" 
= AA'+ BB' + CC " | 
= H + f + t = I( + ÿ + W). 

Đặt Z = + + Ø thì vectơ đ cố định và GŒG' = gIỂ. 

Suy ra nếu Z =0 thì các điểm Œ' trùng với điểm G, còn nếu ở #Ö thì : 

quỹ tích các điểm G là đường thẳng đi qua Ở và song song với giá của 

vectơ Z. 


a) ® GA + GB + GŒC =0 © Ở là trọng tâm tam giác ABC. 


e 2PÁA+ PB + PC = 0 © 2PA+2PD = 0 (D là trung điểm của cạnh BC). 
Vậy P là trung điểm của trung tuyến AD. 


se 0i + 08+ 206 -ñ c Đã + gÄ+3(05- 02) -ö c 20Ê+ 405 -8 


(E là trung điểm của AB, D là trung điểm của BC) ©> QẺ + 2(QE + ED) = Ö 
© BỘ = -ED 


© RA - RB + RC = Ú BA + RC = 0  CR = BÄ. 
e 554 - 2§B - SC =0 
S38 gi L1 — đã 36-0 35 ©-38- 8E 


b) Hướng dẫn : Xuất phát từ câu a), hãy viết mỗi vectơ thành hiệu hai 
vectơ có điểm đầu là OÓ. 


Vì hai vectơ CÁ và CB không cùng phương nên ta có các số ø và sao cho 
CM = aCA + 6CB, hay là OM ~ OC = z(OÄ - Ó€) + 2(O8 ~ 0°): 

Vậy : OM = zOA + 80B +(l-ø-— 8)0C: 

Đặt z=1—ø— Ø thì z+/@++ =1 vàOM = øOÄ + ØÓB + „ÓC. 


- — l/(/(— — _— 
Nếu M trùng G thì ta có 0đ = 2(OÄ + OB + 0€). 


1 
Vậyz= 8= 7= 3 
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35. 


36. 


37. 
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Với mọi điểm Ó ta có : 

 = MÁ + MB + 2MC = OÄ —OM + O8 - OM + 2(O0C - OM) 
= OA + OB + 2ÓC - 4ÓM. 

Ta chọn điểm Ó sao cho ÿ = ÓA + ÓOB + 20C = 0.- 

(Chú ý rằng nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì ÿ = OA + OB + ÓC + ÓC 


_ 


= - 390 + ÓC = 40G + GC. Bởi vậy để ÿ =0, ta chọn điểm Ó sao cho 
GÓ = 2G€). Khi đó Z = —4ØM và do đó lữ| = 40M. Độ dài vectơ. ÿ 


nhỏ nhất khi và chỉ khi 4ÓM nhỏ nhất hay M là hình chiếu vuông góc của 
Ó trên đ. 

(h. 18) Gọi Ó, OØ” lần lượt là trung điểm 

của AD và BC, ta có : 


O0” = „(A8 + Đề). 
Vì Ó và là trung điểm của AD và MN nên : 


— 


07 = 2(AM + DN) 


~ 2(AB + DC) = k06”. 


Vậy khi & thay đổi, tập hợp các điểm ! là Hình 18 
đường thẳng ÓÓ'. 
(h. 19) 
a) Theo tính chất đường phân giác, ta có : \ 
AM CA b — b— 
BMT CB Suy ra MA = _=MB. 
—, CÁ+ °CB 

Từ đó ta có CM = T 

l+ 3 ế ` 

4 .. ÐD ng Hình 19 

= b. 
2+b CA + pCl 


b) Vì 7 là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên A/ là phân giác của 


tam giác ACM. Bởi vậy theo câu a), ta có thể biểu thị vectơ AI theo hai 
vectơ AM và AC. 


38. 


39, 


bc 


— AC —- AM -—— b ` b 


= — : n._ g+b_~ AC 

AE AC +AM M+ TC +AMAC= Tp gịp B17 NT 
b+ b+—— 
a+b a+b 
=—?”—AE+—€ A€=—? _(I§-14)+——°— (RE - 1Ä) 
_ g+b+€ a+b+c Ô a+b+c a+b+c. " 
SUY Ta : 
b+c \— b — 

Ca cac Ö © alÄ + bÏB + clC = 0. 

a+b+c a+b+c a+b+c 
(h. 20) 


a) Gọi B' là điểm đối xứng với B qua Ó, ta có 
BC L BC. Vì H là trực tâm tam giác ABC nên 
AH L BC. Vậy AH /¡ BC. 

Chứng minh tương tự ta có CH // B^A. 

Vậy ABCH là hình bình hành. Suy ra 
AH =B'€. Gọi D là trung điểm của ÖC thì 
@ÓD) là đường trung bình của tam giác BB“C nên 
B'C =20D. Vậy AH = 20D. 


=-—_—-_  —— ẨT_ _ — —-¬ — 


SUY Ta : OA + OB + ÓC = OH. 
b) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC thì : 
HÀ + HB + HC = 3HG = 3HO + 30G = 3HO + OAÄ + OB + ÓC. 


Kết hợp với kết quả của câu a), ta có : 


HÀ + HB + HC = 3HO + OH = 2HƠ. 
(h. 21) Gọi HH, Hạ, H; lần lượt là trực tâm của các Ái 
tam giác ABC), BCA¡, CAB\. Theo kết quả bài 38, 4 ⁄Z” 
ta CÓ : 
OH, = OẢ + OB + 0C: h : 


ÖH; - Đỗ + ĐẺ + OA); << ⁄ 


40. 


41. 


42. 
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SUY Ta : 

~ĐẺ -0E; + 0A;—0Ä =GiẺ+ AA., 

HỊH; = OH - OH| _ 

- 0Ẻ - 0C; + 08, ~ 08 = GIỀ + BB,. 
Vì các dây cung Ai, BBq, CC) song song với nhau nên ba vectơ 
AA,,BB,,CC, có cùng phương. Do đó hai vectơ HịH; và HịH; cùng 
phương, hay ba điểm H;, H;, H; thẳng hàng. 
a) Ta lấy một điểm Ó nào đó thì : 
kị,GA, + kạƠA, +... + k„GA, = Ö 
© kị (GA 06) + k; (OA; ~ 0) +... + k„ (OA, ~ 0G) =0 


© 06 = x(k0A + k,ÓA, +... + k,ÓA, . 

Vậy điểm G hoàn toàn xác định và duy nhất. 

b) Suy từ câu a). 

Gọi A, B, C là ba đỉnh của tam giác A và D, E, F là ba đỉnh của tam giác A'. 


Gọi G và Œ' lần lượt là trọng tâm của tam giác A và A' thì với điểm ï tuỳ ý, 
ta CÓ : 


TẢ + 1B + IC + ID + IE + IF = 3ö + 1G). 
Bởi vậy nếu chọn ï là trọng tâm của hệ điểm A, B, C, D, E, F, tức là trọng 


tâm của hệ sáu điểm đã cho, thì 7 là điểm cố định và JG+JGŒ' =0. Vậy 
các đường thẳng GỚ” luôn đi qua điểm 7 cố định (7 là trung điểm của đoạn 
thẳng GG'. 


Gọi A, B, C là ba đỉnh của tam giác A và DE là đoạn thẳng Ø Gọi G là 
trọng tâm tam giác A và # là trung điểm của DE thì với điểm ï tuỳ ý, ta CỐ : 
TÄ + IB + IC + ID + IE = 3G + 21M. 

Bởi vậy nếu chọn 7 là trọng tâm của hệ điểm A, B, C, D, E, tức là trọng tâm 
của hệ năm điểm đã cho thì 7 là điểm cố định và 31G + 2IM = 0. Vậy các 
đường thẳng GM luôn luôn đi qua điểm 7 cố định (và 7 là điểm chia đoạn 


thẳng ƠM theo tỉ số -5). 


§Š. Trục toa độ và hệ trục toạ độ 
43. a)A,B, C có toạ độ lần lượt là 2 ; 4 ; -3. 
b) AB= OB~ ÓOA = 4—2 =2, BC = ÓC —- OB = —1, 


BA—BC =—AB—BC =~2+7=5 (hoặc BA - BC = CB + BA = CA = 5); 


Á4. Sự =~z © 2PM = ~PN œ 2(ÖM - OP) = ~(ON - OP) 


© OP = 3(20M +ÓN)= 2I2.-5) +3]= T3: 


Vậy điểm P có toạ độ là - 

45. MÃ + MB + MC = Ủ œ 3MÔ + OÂ + OB + OẺ = Ö 
e OM = 2(OẢ + 0B + 0C) _ 
© OM = (0A + ÖB + ÓC ) = 2(-4 ~ 5 + 3) = ~2. 


Vậy M có toạ độ là - 2. Khi đó : 
MA = OA —-OM =-4+2=-~2, MB = -3, MC = 5. 


46. a) MA.MB=MC.MD 
©(0A- OM)(OB-oM] = [OC- OM](OD~ OM) 
© OM.(OD + OC - OA - OBÌ = OC.OD-OA..OB 
© OM.(4+e~a~b) = cả — ab, —— Œ 


Doz+bzc+dnên OM=_ Sđ—4b—. 
đ+c-a-b 


3A- BT HÌNh HỌC (NC)} 


47. 


48. 
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b) Giả sử AB và CD có cùng trung điểm !. Khi đó 

OA+OB_ OC+OD — 

— 2x — c9), 
hay a+b= c+d. Khi đó ab # cả (vì nếu ab = cả và a + b = c + đ thì dễ 
dàng suy ra bốn điểm 4, B, C, D không phân biệt). Vậy từ (*) ta suy ra 
điểm M không xác định. 
Áp dụng : Với a = —2, b=5, c=3, đ=-1,ta thấy a+bz#c+ d. Theo 
câu a), điểm Ä⁄ được xác định và ta có 


¬—._ cd-ab 30 —(-2)5- 
OM = TY eTg-p_ -l+3+2—5 _ 


Suy ra điểm M có toạ độ là —7. 


~7. 


a) i =2đ—3b + ẻ = (2.1~ 3.(-3) + (—4) ; 2⁄2 — 3.1+ (-2)) = Œ;—D. 


=<Ị 

lI 

| 

ĐI 

+ 
Q5 

œ1 

| 
3| — 

SỊ 

| 
⁄Z ——x 

œ=œ 

| 

| 
X__—__—_~ 


= 3đ + 2b + 4£ = (—19 ; 0). 


ki 


Hai vectơ v và j cùng phương, hai vectơ và ¡ cùng phương. 


—3m — 4n = l ma 


b) đ = mb + nể © © 
m— 2n = 2 F — 7 


a) Giả sử D=(zx; y). Khi đó 

AB =(—1;—4), AC =(1;—2); 

AP =3A8=3A€ e [Ý— 3= CO =2) NH". 
y—5=3.(4)T—2.(-2) 

Vậy D = (—3;-— 3). 

b) Giả sử E= (x; y). Từ ABCE là hình bình hành, suy ra AE = BC, do đó 


c© . Vậy E =(4;7). 
y—5=2 y=7 


38- BT HÌNH HỌC (NC) 


Tâm / của hình bình hành cũng là trung điểm của AC nên : 


2+3 5+3 5 
= :——|=|š;4I. 
¬—._¬... 
49. (h. 22) Giả sử tam giác ABC nhận M, N, P là trung điểm của các cạnh AB, 
BC, CA. Ta có 
MA =NP 
Mua 
c© 
ỶA — YM ~ Yp —TỲN 
Xa =X:+xyT— 
nh ¡LT *3T— X2 
YA — Yị † Y3 — 3. 
Suy ra Á = (Xị + Xs — X;; Wị + Y3 — Y2). 
Tương tự ta tính được : 
B =Œị +1; T— X;; yị + Y; — ⁄)), C = (X; + 1; — XỊ; Y2 + 3 — yỊ). 


Hình 22 


50. a) AB = (—5 ; 10) ; AC = 4; 6). Do -3# nên 4B và AC không cùng ` 


phương, suy ra A, 8, C không thẳng hàng. 
b) Toạ độ trọng tâm Ở của tam giác ABC là : 


¬== =“ïn i3] 


3 3 33 
-l+5+0 
A.._—..- 
51. G(xc; 0) e Óx, C(0; yc) e y > 3 
0=—— »c =2. 
3 
4 
Vậy G = |3 :0],C = (02) 
x _ *A — kXpg 
—, — Xu — Xư = k(Xp — Xự) M_—_ 1_E— 
§2. MÁ = KMB © { MÔ ĐỎ8 TỔM ¬ 
YA — Yw = KkJpg — YM) _ 3A ~ #9g 
3M” 1g 
XA + Xp 
Xu TT” 
Khi ¿ = -I thì , Mƒ là trung điểm của AB. 
_ *A †s 
2 
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Bài tập ôn tập chương Ï 
53. a) Gọi M là trung điểm của ĐC thì từ giả thiết suy ra 2AM = BC. Vậy tam 
giác ABC vuông tại A. 
b) Từ giả thiết, ta có : 
(AB + A€C).(AB + C4) =0 © (A5 + A€).(AB - AC) =0 
© AB? ~ AC” =0. : 
Vậy tam giác ABC là tam giác cân, đáy BC. 


ñ4. a) Ta có AC - BC = DC œ AC + CB = DC © AB = DC. Vậy ABCD là 
hình bình hành. 


b) DB-= mDC + DA œ DB~ DÁ = mDC œ AB = mDC. Vậy ABCD là 
hình thang. 
55. a) Gọi 7 là trung điểm của MN thì 7 cũng là trung điểm của AB, do đó : 
GM +GN = GA + GB = 2G. 


Suy ra GM + GN + GC = GA + GB + GC = Ú. Vậy Ớ cũng là trọng tâm 
tam giác MNC. 


4ä + 5b. 


CN = CẢ + AN = 28 + + 2Œ ~ 8) = 


56. a) Gọi / là trung điểm của AB thì MA + MB - 2MC = Ö khi và chỉ khi 
2(Mi - M€) = ö c> Cỉ = Ö. 

Không có điểm M nào như thế. 
b) Vẫn gọi / như trên thì : NÁ + NB + 2NC = 0 © 2(NỈ + N€) = Ö. Vậy 
N là trung điểm của 7C. 
c) PÁ~ PB +2PC = Ủ œ BẢ +2PC = Ủ e PC = 2AB. Vậy nếu lấy D 
sao cho ABCD là hình bình hành thì P là trung điểm của CD. 
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57. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, ta có 
3GG' = AA` + BB' + CC = kBC + kCA + 0 
= k(BC + CẢ] = kBA. 

Từ đó suy ra quỹ tích các điểm G' là đường thẳng đi qua Ớ và song song 
với đường thẳng AB. | 

58. Giả sử M=(0;y),tacó AB = (~2 :—2), AM = (—4 ; y). Vì ba điểm A, B, M 
thẳng hàng nên AB và AM cùng phương, suy ra y = - 4. Vậy ÄM = (0 ; — 4), 
khi đó AB = (~2;—2), AM =(—4 ;— 4), suy ra AM = 2AB. Vậy điểm B 
nằm giữa hai điểm A và M. 


Các bài tập trắc nghiệm chương Ï 


1.(C) 2.(A) 3. (B) 4. (D) 
3. (D) 6. (A) 7. (B) §. (B) 
9, (C) 10. (D) -11. (A) | 12. (Q) 
13. (A) 14. (B). | 
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01 SIÁ TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VEPTU 
VÀ ỨNG DỤNG 


A. CÁC RIẾN THỨC Cứ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 


§1. Giá trị lượng giác của một góc bất kì 
(Từ 0° đến 1809) 


|~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
- Định nghĩa các giá trị lượng giác của một góc. 
- Dấu của các giá trị lượng giác của các góc. 
- Liên hệ giữa các giá trị lượng giác của hai góc bù nhau, hai góc phụ nhau. 
cos(180 — ø) = —cosø ; sin(180° — ø) = sinø. 


cos(907 —- ø) =sinz ;  sin(902 — ø) = cosz (0° < ø< 909), 


II - BÀI TẬP 
3cosđ + 4sina 
COSđ + Sing ˆ 
a) Với góc a nào thì biểu thức không xác định ? 
b) Tìm giá trị của P biết tanz = —2. 


1.._ Cho biểu thức P = 


2. Tính giá trị của mỗi biểu thức sau : 
a) cos0° + cos20° + cos407 + cos60° +... + cos140° + cos160 + cos1800. 
b) tan5“tan10°tan15° ... tan80tan§5°. 


3. a) Chứng minh rằng sinˆx + cos2x = 1 (0®<x< 1800). 
b) Tìm sinx khi cosx = — h 
c) Tìm cosx khi sinx = 0,3. 


đ) Tìm cosx và sinx khi sinx — cosx = 3 
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4. a) Chứng minh rằng với mọi góc z khác 907, ta có 1 + tan“ = 5 , 
COS“ đ 
b) Cho tanx = —5, hãy tìm các giá trị lượng giác còn lại của góc x. 


5. a) Chứng minh 1 + cotz= với a # 0° và ø # 1800. 


Sin“ 
b) Cho cotb = 3, hãy tìm các giá trị lượng giác còn lại của góc 0. 


J6 - j5, 
4 


6. Cho biết sin15°= 


a) Tính tan15?. 

b) Chứng minh 2sin15”cos15” = sin307. 
7. Biết sinx + cosx = ứm. 

a) Tìm sinx.cOSx. 

b) Tìm sinˆx + cosˆx. 

c) Tìm sinŠx + cosŠx. 

d) Chứng minh rằng - V2 < m < 42. 
8. Biết tanz + cota = k. 

a) Tìm tang + cota. 

b) Tìm tan" + co. 

c) Tìm tanŠa + cota. 

d) Chứng minh : lkl > 2. 


§2. Tích vô hướng của hơi vec†Ø 


I~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN | 
1. Định nghĩa tích vô hướng của hai vectơ và các tính chất. 
2. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng : 
Nếu ñ = (x;y), ÿ = (x';y) thì Ủ.ŸÝ = xx'+ yy'. 
3. Độ dài của vectơ và góc giữa hai vectơ : Nếu (x;y),ÿ = (x';y) thì 


| - xx + yy' 2a của 
|Z| = x”+ y : COS(U, W) = —-—}Đ_ —_ (với wú z 0,ÿ z 0). 


| y2 +y?. x2+ y2 


II— ĐỀ BÀI 


9. 


19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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Tam giác ABC vuông ở A và có hai cạnh AB = 7, AC = 10. 
a) Tìm côsin của các góc (AB. ACÌ; (A5. BC): [^B. CB); 


b) Gọi ; là hình chiếu của A trên 8C. Tính HB.HC. 
Cho tam giác ABC có AB =7, AC = 5, Ä= 1200. 


a) Tính các tích vô hướng 48.AC và AB.BC. 


b) Tính độ dài trung tuyến AM của tam giác (M là trung điểm của BC). 


Tam giác MNP có MN = 4, MP = 8, M= 60°. Lấy điểm E trên tia MP 
và đặt ME = kMP. Tìm k đề NE vuông góc với trung tuyến MƑ của tam 
giác MNP. 

Tam giác ABC có các cạnh AC = b, AB = c, BAC = ø và AD là phân giác 
của góc BAC (D thuộc cạnh BC). 

a) Hãy biểu thị vectơ 4D qua hai vectơ AB, AC. 

b) Tính độ dài đoạn AD. 


Chứng minh công thức sau (với hai vectơ đ và b bất kì): 


¬ —¬I2 —2 
ä.b = 2l +ÊÏ ~ la ~ lŸ). 

Tam giác ABC có AB = c, BC = a, AC = b. 

a) Tính các tích vô hướng AB.BC và AB.AC.. 

b) Tính độ dài trung tuyến AM của tam giác ABC. 

Tính độ dài các đường phân giác trong và phân giác ngoài của một tam 
giác theo độ dài ba cạnh của tam giác đó. 

Cho ba vectơ đ,b, khác Ở. Trong trường hợp nào o đẳng thức sau đây đúng : 
(đ. b)ể = = đo. €) 2? 

Cho hai điểm cố định A, 8 có khoảng cách bằng a. 

a) Tìm tập hợp các điểm ÉM sao cho MA. MB = k. 

b) Tìm tập hợp các điểm N sao cho AN.AB = 222. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Cho điểm A cố định nằm ngoài đường thẳng A, #ƒ là hình chiếu của A trên A. 
Với mỗi điểm M trên A, lấy điểm A trên tia AM sao cho AN.AM = AH”. Tìm 
tập hợp các điểm N. 


Cho đa giác đêu A;4;... A„ nội tiếp trong đường tròn (Ó ; R) và một điểm 
M thay đổi trên đường tròn đó. Chứng minh rằng : 

a) cos MÓA, + cos MOA; +...+ cos MOA„ =0; 

b) MA? + MAZ +...+ MAZ7 có giá trị không đổi. 

Cho tam giác ABC có AB = c, BC = a, CA = b. Gọi M là điểm sao cho 
BM = kBC. Tính độ dài đoạn thẳng AM. Xét trường hợp đặc biệt khi 


1 
ke= 2 
Cho tam giác ABC có AB = c, BC = a, CA = b. Đặt 


¡ = (AB.BC)CA + (BẺ.CA)A6 + (C4.8)Rẻ. 
Chứng minh rằng 


a) =— Ă: + cosC““ + SA] : 


b) Nếu ABC là tam giác đều thì 1 = Ồ; 

c) Nếu # =0 thì ABC là tam giác đều. 

Tứ giác ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau tại M. 
Gọi P là trung điểm đoạn thẳng AD. chng minh rằng : MP L BC khi và 
chỉ khi MA.MC = MB. MD. 

Cho hình vuông ABCD, điểm Mí nằm trên đoạn thẳng AC sao cho 
AM = “. Gọi N là trung điểm của đoạn thẳng DC. Chứng minh rằng 
BMN là tam giác vuông cân. 

Cho AA“ là một dây cung của đường tròn (Ó) và ÄM⁄ là một điểm nằm trên 
dây cung đó. Chứng minh rằng 2MA.MO = MA(MA - MA)). 
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25. 


26. 


27. 


28. 


42 


Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (Ó) và một điểm M sao cho 
các góc AMB, BMC, CMA đêu bằng 120°. Các đường thẳng AM, BM, CM 
cắt đường tròn (Ó) lần lượt tại A”, 8' và C”. Chứng minh rằng : 
MA + MB + MC = MA*+ MB + MC`. 
Cho nø điểm A¡, Á¿,..., Án và n số kị, kạ,..., kạ với kJ + kạ +...+ k„ = k (k #0). 
a) Chứng minh rằng có một và chỉ một điểm G sao cho 
kị AI + kyạỚŒA; +...+ k„GŒA„ =Ö, 
b) Tìm quỹ tích những điểm ÄM sao cho : kịMAỶ + kạMA? +... + „MA? = =m, 
trong đó m là một số không đổi. 
Cho tam giác ABC không vuông. 
a) Gọi AA' là đường cao của tam giác ABC. Chứng minh 
(tan B)A'E + (tanC)A'C = 0. 
b) Gọi Ö là trực tâm tam giác ABC. Chứng minh 
› tan A)HA + (tan B)HB + (tan C)HC = 0. 
Cho một điểm Ó bất kì nằm trong tam giác 
A424. Gọi BỊ, B;, B¿y lần lượt là hình 
chiếu của Ó trên A¡4¿, z4, A+4¡. Đặt 


—_ OB\ 
đi = ÁIA; OB.' 
đœ =A24a OB. ' 

OB 
= A2A.—> 
“Œ 4¿ lQB 


Hình 23 


Chứng minh rằng dị +đa +aa =Ö. 
Chứ ý. Kết quả trên đúng với đa giác A¡4;...A„ bất kì (định lí Con Nhím). 
Trên hình 23, | 


đ(|= AyÂv„¡ ŒXem A,„i = AI), đi + 4g +... + 4, = Ủ (các 


vectơ 4, được gọi là các "lông nhím"). 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Cho hai đường thẳng AB, CD cắt nhau ở điểm Xí. Chứng minh rằng bốn 
điểm A, 8, C, D cùng thuộc một đường tròn khi và chỉ khi 

MA.MB = MC.MD. 
Cho đường thẳng AB cắt đường thẳng A ở M và một điểm € trên A 
(C khác M). Chứng minh rằng A là tiếp tuyến của đường tròn (ABC) khi và 
chỉ khi MC? = MA. MB. 
Cho hai đường tròn không đồng tâm (Ø; R) và (Ó”; R). Tìm tập hợp các 


Trong đường tròn €(O ; R) cho hai đây cung ÁA”, BB” vuông góc với nhau 
ở điểm S và gọi M là trung điểm của AB. Chứng minh rằng §M L A'B'. 

Cho điểm P cố định nằm trong đường tròn (O ; R) và hai điểm A, B chạy 
trên đường tròn đó sao cho góc APB luôn bằng 90°. Gọi M là trung điểm 


của dây AB và H là hình chiếu của P xuống 4B. Chứng minh rằng M, H 
luôn cùng thuộc một đường tròn cố định. 


Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (7) và (7) là đường tròn bàng tiếp 
góc A`? của tam giác. Chứng minh rằng trục đẳng phương của hai đường 
tròn đó đi qua trung điểm của cạnh BC. 

Cho điểm Mí nằm trong góc xOy và gọi Mị, Mí; lần lượt là hình chiếu của 
M trên Óx, Óy. 

a) Vẽ đường tròn () qua M¡, Mạ, đường tròn này cất hai cạnh Ox, Óy lần 
lượt ở N¡, N¿. Kẻ đường thẳng vuông góc với Óx ở N¡ và đường thẳng 
vuông góc với Óy ở N¿, giả sử hai đường thẳng đó cắt nhau ở N. Chứng 
minh ÓN L MỊM;. 

b) Chứng minh rằng khi (#) thay đổi nhưng vẫn đi qua Ä⁄; và M; thì điểm 
N luôn thuộc một tia Óz cố định và zOy = MON,. 


Đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác ABC là đường tròn tiếp xúc với cạnh BC và 
với phần kéo dài của các cạnh AB, AC. Tâm của đường tròn này chính là điểm 
đồng quy của đường phân giác trong của góc A và các đường phân giác ngoài 
của góc 8 và Œ. 
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36. 


37, 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 
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Cho đường tròn đường kính AB và đường thẳng A vuông góc với AB ở H. 
(H không trùng với A và B). Một đường thẳng quay quanh H cắt đường 
tròn ở M, N và các đường thẳng AM, AN lần lượt cắt A ở M”, N.. 

a) Chứng minh rằng bốn điểm M, N, M7, N' cùng thuộc một đường tròn 
(#2) nào đó. 


b) Chứng minh rằng các đường tròn (€) luôn đi qua hai điểm cố định. 


Cho đường tròn (Ó ; Ẩ) và điểm A không thuộc đường tròn đó. Đường 
thẳng A quay quanh A cắt (Ó ; R) ở M và N. Xác định vị trí của A đểi một 
trong ba điểm A, M, N cách đều hai điểm kia. 


.Cho đường tròn đường kính AB, H là điểm nằm giữa AB và đường thẳng A 


vuông góc với AB tại H. Gọi E, F là giao điểm của đường tròn và A. Vẽ 
đường tròn tâm A, bán kính AE và đường tròn (`) bất kì qua Ö, B. Giả sử 
hai đường tròn đó cắt nhau ở Ä⁄ và NW, chứng minh rằng AM và AN là hai 
tiếp tuyến của (2). 

Cho hai điểm P, @ nằm ngoài đường tròn (1) cố định với IP z !Q. 

a) Vẽ đường tròn (Ế) bất kì đi qua P, Q. Chứng minh rằng trục đẳng 
phương của () và () đi qua một điểm cố định. 

b) Hãy nêu cách vẽ đường tròn đi qua P, Q và tiếp xúc với đường tròn (}). 
Cho tứ giác ABCD có các cạnh AB, CD kéo dài cắt nhau ở E và các cạnh 
AD, BC kéo dài cắt nhau ở F. Chứng minh rằng các trung điểm của các 
đoạn AC, BD và EF cùng thuộc một đường thẳng (đường thẳng Gao-xơ của 
tứ giác). 

Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (Ó ; R), có đường cao AA.. 
Gọi È, # tương ứng là hình chiếu của A' trên AB, AC và 7ÿ là giao điểm của 
EF với đường kính AD. 

a) Chứng minh rằng AA' là tiếp tuyến của đường tròn (A7D). l 

b) Tìm điều kiện của AA” để ba điểm E, F, Ó thẳng hàng. 

Cho ba điểm A, B, C thẳng hàng, B ở giữa A, C và đường thẳng A qua A. 

a) Chứng minh rằng có hai đường tròn cùng đi qua B, € và cùng tiếp xúc 
VỚI A. - 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


b) Chứng minh rằng khi A quay quanh A, các đường tròn đi qua Ö và hai 
tiếp điểm của A với hai đường tròn ở câu a) luôn đi qua một điểm cố định 
khác B. | 

Cho đường tròn đường kính AB có dây cung CD vuông góc với AB. Với 
mỗi điểm M chạy trên đường tròn đó (khác với C và Ð), kẻ các đường 
thẳng AM, BM lần lượt cắt đường thẳng CD ở 7 và I. 


a) Chứng minh rằng từ điểm P bất kì cố định trên đường thẳng AB, có thể 
kẻ được hai tiếp tuyến đến đường tròn (M7). 


b) Kẻ các tiếp tuyến AT, AT” đến đường tròn (M72) (T, T' là các tiếp điểm). 
Chứng minh rằng 7, 7” luôn thuộc một đường tròn cố định. 

Chứng minh rằng : Trong tam giác, trung điểm các cạnh, chân các đường cao 
cùng thuộc một đường tròn (ø) và đường tròn () cũng đi qua trung điểm của 
các đoạn thẳng nối mỗi đỉnh với trực tâm tam giác (đường tròn chín điển 
hay đường tròn Ở-le của tam giác). 


Trong mặt phẳng toạ độ cho đ = (1; 2); ð = (—3; 1); ể = (—4;—2). 
Tính đ.ðb; b.ể; £.đ; đ.(b+£); đ.(b—€). 


Cho các vectơ đ(—2; 3), b(4 ;]). 


a) Tính côsin của góc giữa mỗi cặp vectơ sau : 


¬ 


äd và b; đ Và ¡ ; b Và j ; +bvà g—b; 


b) Tìm các số & và / sao cho vectơ ể = kđ + Ib vuông góc với vectơ đ + b. 


mm 


c) Tìm vectơ đ biết đ.đ = 4 và b.d = -2. 

Cho hai điểm A(-3 ; 2) và B(4 ; 3). Tìm toạ độ của 

a) Điểm M trên trục Óx sao cho tam giác MAB vuông tại M. 

b) Điểm X trên trục Óy sao cho WA = NB. 

Cho ba điểm A(-I ; 1) và B3 ; 1), C( ; 4). 

a) Tính chu vi và diện tích của tam giác ABC ; 

b) Tìm toạ độ trực tâm H, trọng tâm Ớ và tâm của đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC. Hãy kiểm nghiệm lại hệ thức !H = 31G. 
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49. Cho bốn điểm A(-8 ; 0), B(0 ; 4), CC ; 0), D(—3 ; —5). Chứng minh rằng tứ 
giác ABCD) nội tiếp được trong một đường tròn. : 


530. Biết Aq ; =1) và 8Q ; 0) là hai đỉnh của hình vuông ABCD. Tìm toạ độ 
các đỉnh € và D. 


§3. Hệ thức lượng †rong tam giúc 
Trong tam giác ABC ta thường kí hiệu : 
© 2, b, c lần lượt là độ dài các cạnh đối diện với các đỉnh A, B, Œ. 
© m„, mp, mụ lần lượt là độ dài các trung tuyến ứng với các cạnh 2, Ö, c. 
® h„, hy, h„ lần lượt là độ đài các đường cao ứng với các cạnh a, b, c. 


a+b+€C ,.„ : s. SN HẠ xế .. 
s°p=——T— là nửa chu vi tam giác, Š là diện tích tam giác. 


e R là bán kính đường tròn ngoại tiếp, r là bán kính đường tròn nội tiếp. 


I— CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định lí côsin : aŸ” = bŸ + c” — 2becosA. 

— b —€ 
sinA sinB sinC 


2, 2 2 
^ ⁄ 22. y2 — bˆ+ec a 
3. Công thức trung tuyến : mĩ = 


2. Định lí sin : = 2F. 


2 4 
4. Công thức tính diện tịch tam giác : 
1 
= 2 ahụ. 
s= + bsin A 
=5 - 
abc 
§=“. 
4R 
S =r. 


Š = \Jp(p - a)(p — b)(p — c) (công thức Hê- -rông). 
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II- ĐỀ BÀI 
51. Cho tam giác ABC có độ dài các cạnh ø = 3, b = 4, c = 5,2. Hỏi trong các 
kết luận sau, kết luận nào đúng ? 
a) A là góc nhọn. 
b) Ø là góc tù. 
c) C là góc nhọn. 
d) € là góc tù. 
52. Tam giác ABC có độ dài ba cạnh a, b, c thoả mãn hệ thức a' = ð + cÝ. 
a) Chứng minh 8 < Â và Ê < Â. 
b) Chứng minh rằng tam giác ABC có ba góc nhọn. 
53. Tính cạnh thứ ba của tam giác ABC trong mỗi trường hợp sau : 


a)4=1; b=10; Ề = 5629', 
ba=2;  c=3; B =123°17. 
cb=04; c=12; -Â =2328'.. 
54. Tính các cạnh và góc còn lại của tam giác ABC trong mỗi trường hợp sau : 
a)a=109; B=33224';  C=66959', 
b)z=20;  b=13 ; A =67923'. 


55. Tam giác ABC có B =60°; C=45°; BC = a. 
a) Tính độ dài hai cạnh A5, AC. 


16 - v2, 
4 


b) Chứng minh cos75”= 
56. Tam giác ABC có c=35,b=20, Â = 60%. 

a) Tính chiều cao h„. 

b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 

c) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 
57. Tam giác ABC có các cạnh AB = 3, AC = 7, BC = 8. 

a) Tính diện tích của tam giác. 

b) Tính bán kính các đường tròn nội tiếp, ngoại tiếp của tam giác. 
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_88. 


59. 


60 


61. 


Ẳ@2. 


63. 


64. 


65. 


66. 
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Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có : 
cot4 + cotB + cotC = d ty 
abc 
Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có : 
a) bˆ—-c?= a(bcosC — ccosB). 
b) (w — ce2)cosA = a(ccosC — bcos). 


©) sinC = sinAcosÖ + sinBcosA. 


. Tam giác ABC có BC = 12, CA = 13, trung tuyến AM = 8. 


a) Tính diện tích tam giác ABC. 
b) Tính góc Ö. 


=-b „1, Chứng minh rằng : 
tt 


2cotA = cotB + cotC. 
Tìm quỹ tích những điểm có tổng bình phương các khoảng cách đến bốn 


Tam giác ABC có : 


đỉnh của một tứ giác bằng #” không đổi. 
Chứng minh rằng hai trung tuyến kẻ từ B và C của tam giác ABC vuông 
góc với nhau khi và chỉ khi có hệ thức sau : 

cotÁ = 2(cotB + cotC). 


Chứng minh rằng khoảng cách đ từ trọng tâm tam giác ABC đến tâm 
đường tròn ngoại tiếp của tam giác đó thoả mãn hệ thức 
a°+bˆ+c? 


Rˆ-4?ˆ =—————. 
9 


Chứng minh rằng trong mỗi tam giác, khoảng cách đ từ tâm đường tròn nội 
tiếp đến tâm đường tròn ngoại tiếp thoả mãn hệ thức 


đ° = R? — 2Rr (Hệ thức Ơ-le) 
Cho điểm Ä⁄ cố định trên đường tròn (Ó ; R) và hai điểm N, P chạy trên 
đường tròn đó sao cho WMP = 309. 
a) Tìm quỹ tích trung điểm ! của NP. 
b) Xác định vị trí của N, P để diện tích tam giác MNP đạt giá trị lớn nhất. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


.‹ Kẻ các đường cao AA', BB”, CC” của tam giác nhọn ABC. 


a) Chứng minh rằng 8C” = 2RsinAcosA. 
b) Lấy A¡, 4; lần lượt là điểm đối xứng với A' qua 4B, AC. Chứng minh 
rằng chu vi tam giác A“B“C” bằng độ dài đoạn thẳng A42. 
c) Chứng minh hệ thức : 

sinAcosA + sinBcosÖ + sinCcosC = 2sinAsinBsinC. 
Từ một vị trí quan sát A cố định trên bờ biển, người ta muốn tính khoảng 
cách đến một vị trí 8 trên mặt biển bằng giác kế (máy đo góc). Em có thể 
làm việc đó bằng cách nào ? 
Cho tứ giác ABCD có AB = a, CAB = Ơ, DBA = 8, DAC = œ, CBD = Ũ. 
Tính độ dài cạnh CD. 


Cho tam giác ABC có trọng tâm Ớ. Gọi A', B/, C” lần lượt là hình chiếu của 
G trên các cạnh BC, CA, AB của tam giác. Hãy tính diện tích của tam giác 


_A'BC' biết rằng tam giác ABC có diện tích bằng Š và khoảng cách từ G đến 


tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đó bằng đ, bán kính đường tròn ngoại 
tiếp bằng Ñ. 
a) Chứng minh rằng nếu ø là góc nhọn thì cos(ø + 909 )=—sina. 


b) Cho tam giác nhọn ABC có các cạnh a, b, c và diện tính S. Trên ba cạnh 
và về phía ngoài của tam giác đó dựng các tam giác vuông cân A'ÖC, 
AC, C“AB (A', B', C” lần lượt là đỉnh). Chứng minh rằng : 

AB®“+B'C”+CA”=a” + b` + cˆ + 68. 
Cho tứ giác ABCD nội tiếp được và có các cạnh a, b, c, d. Chứng minh 
rằng diện tích tứ giác đó được tính theo công thức sau : 
(p~ a)(p — b)(p - c)(p—-đ), trong đó p là nửa chu vi tứ giác. 

Cho tam giác cân có cạnh bên bằng ở nội tiếp trong đường tròn (Ó ; ®). 
-_ a) Tính côsin của các góc của tam giác. 

b) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 

c) Với giá trị nào của b thì tam giác đó có diện tích lớn nhất 2? 


.-_ Cho tam giác ABC. Gọi r„ là bán kính đường tròn bàng tiếp góc 4A. Chứng minh 


rằng diện tích tam giác ABC tính được theo công thức : 


S=Œ-đ}r,. 


4A- 
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75. 


76. 


71. 


78. 


79. 


80. 


81. 
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Cho tam giác ABC có bán kính đường tròn nội tiếp bằng r và các bán kính 
đường tròn bàng tiếp các góc 4, B, C tương ứng bằng z„, rp, rạ. 

Chứng minh rằng nếu r = r„ — r; - r„ thì góc A là góc vuông. 

Cho tam giác ABC có độ dài ba trung tuyến bằng 15 ; 18 ; 27. 

a) Tính diện tích của tam giác. 

b) Tính độ dài các cạnh của tam giác. 


Giải tam giác ABC biết 


a)a= 6,3; b=643; € =54°. 
b)4=7; b=23;  C=1309. 
Giải tam giác ABC biết 

a)c= 14; A = 609 ; B =409. 
b)c= 35; A=40°;  €C=1209, 
Giải tam giác ABC biết 
a)a= 14; b= 18 ; c=20. 
b)a=6 ; b= 7,3; c=4,8. 


Trên ngọn đồi có một cái tháp cao 100m (h. 24). Đỉnh tháp Ö và chân tháp 
C nhìn điểm A ở chân đổi dưới các góc tương ứng bằng 30” và 60” so với 
phương thẳng đứng. Xác định chiều cao HA của ngọn đồi. 


Một vật nặng P = 100N được treo bằng sợi dây gắn trên trần nhà tại hai 
điểm A, B (h. 25). Biết hai đoạn dây tạo với trần nhà các góc 307 và 45”. 
Tính lực căng của mỗi đoạn dây. 


Hình 25 
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82. 


83. 


84. 


85. 


Só. 


§7. 


88. 


EÏÌbời tập ôn tộp chương II 
Tìm giá trị của mỗi biểu thức sau _ 
A = 2sin30” — 3cos45° + 4cos60 — 5sin120 + 6cos 1500. 
B = 3sin? 45° ~ 2cos?45° — 4sin” 50° — 4cos? 50° + 5tan 55° cot 559. 
Cho tam giác đều ABC có !, ÿ lần lượt là trung điểm của AB, AC: Tìm . 
cos(4B, AC), cos(AB, BC), cos(B7, B€), cos(AB, BJ), cos(BJ, C]). 
Cho tam giác cân có góc ở đáy bằng ø. Chứng minh rằng 

2sin#cosø = sin2ø. 


Cho tam giác đều ABC có cạnh bằng 1. Gọi D là điểm đối xứng với € qua 
đường thẳng AB, M là trung điểm của cạnh CB. 


a) Xác định trên đường thẳng AC một điểm N sao cho tam giác MDN 


_ vuông tại D. Tính diện tích tam giác đó. 


b) Xác định trên đường thẳng AC điểm P sao cho tam giác MPD vuông tại M. 
Tính diện tích tam giác đó. 


.c) Tính côsin của góc hợp bởi hai đường thắng MP và PD. 


5⁄3 


Cho tam giác ABC có A= 60°,a= 10, r= _x 

a) Tính 8. 

b) Tính b, c. 

Biết rằng tam giác ABC có AB = 10, AC = 4 và Ä = 600. 
a) Tính chu vi của tam giác. 


b) Tính tanC. 


c) Lấy điểm D trên tia đối của tia AB sao cho AD = 6 và điểm E trên tia 
AC sao cho AE = x. Tìm x để BE là tiếp tuyến của đường tròn (ADE) 
((ADE) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE). 


Cho điểm Ð nằm trong tam giác ABC sao cho DAB = DBC = DCA = Ọ. 
Chứng minh rằng 

a) sin@= sin(A — ø).sin(B — ø).sin(C — ø). 

b) cot@ = cotÁ + cotÐ + cotC. - 
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89. Cho điểm ⁄ nằm trong đường tròn (Ó) ngoại tiếp tam giác ABC. Kẻ các 


_ đường thắng MA, MB, MC, chúng cắt lại đường tròn đó lần lượt ở A', B/, C. 
Chứng minh rằng : 
Sagec. — (Rˆ~ MƠO?} 


Sagc — (MA.MB.MC}- 


90. Cho dây cung 8C của đường tròn %(o ;®) (BC < 2Ñ). 


a) Hãy dựng đường tròn tâm ï tiếp xúc với ÓB ở 8 và tiếp xúc với ÓC ở C. 
b) Với mỗi điểm M trên đường tròn (7), kẻ các đường thẳng Ä⁄B và MC, 
chúng lần lượt cắt lại đường tròn (9) ở B' và C” 


Chứng minh rằng 8C” là đường kính của đường tròn (4). 


91. Trong tam giác ABC kẻ các đường cao AA'”, BB', CC” và gọi H là trực tâm 


của tam giác. 
a) Chứng minh A'B.A'C = —A'H.A'A. 
b) Gọi 7 là một giao điểm của AA' với đường tròn (”) đường kính ðC. 


Chứng minh rằng các đường thẳng BC, 8C” và tiếp tuyến tại J của (€) 
đồng quy. 


Các bài tập trắc nghiệm chương II 


1. 


532 


cosl150° bằng 


`... @œ) - 3Ö. 
sin120° bằng _ 

(A) 3 ; (B) _ ; (O) 0,7; (D) - ¬ 
(A) sin91° > sin922 : (B) sin919 < sin92° ; 

(C) sin 919 = sin92° ; (D)sin92° <0. 


10. 


(A) cos135” = cos45° ; 


(C) cos135° = — cos459 ; 


(B) cos135° > cos45” ; 


(D) cos135” = 3cos 45”. 


Tam giác ABC có AB = 5, AC =7, BAC = 120° thì 


(A) AB.AC =35 ; 

(C) AB.AC =—35 ; 

Nếu M, N, P thẳng hàng thì 
(A) MN.MP = MN.MP ; 
(C) MN.MP =—MN.MP ; 
Trong tam giác ABC có 


(A) a?=b +c7— bccos A ; 


(C) a? =b?+ c”— 2bccos A : 


(B) AB.AC = 17,5 ; 


(D) AB.ÁC = ~—17,5. 


(B) MN.MP = MN.MP ; 


(D) MN.MP =—MN.MP. 


(B) a2 =bˆ+c^+ bccosA ; 


(D) a? =bˆ?+cˆ^+ 2bccos A. 


Nếu tam giác ABC có aˆ < b”+ c7 thì 


(A) A là góc tù ; 

(C) A là góc nhọn ; 
Trong tam giác ABC có 
(A)a=2RcosA ; 
(Ca=2RtanA ; 

Trong tam giác ABC có 


b+c 
(A) mự = 2) 
b+c 
(©) ạ < 2 , 


(B) A là góc vuông ; 


(D) 4 là góc nhỏ nhất. 


(B)a= 2RsinA ; 
(D) a= RsmA. 


b+c 
(B) mự > 2" 


(D) y =b+c. 
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B. LỠI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


§1. Giá trị lượng giác của một góc bất kì (từ 0° đến 180°) 


1. a) Biểu thức không xác định khi cosđ + sinø = 0 hay ø = 135”. 
b) Chia cả tử và mẫu của biểu thức cho cosz # 0, ta tính được P = 5. 


2. a) Lưu ý cos0” + cos180” = cos20Ÿ + cos160° = ... = cos80” + cos 100” = 0. 
b) Lưu ý tan5°.tan85° = tan10”.tan80° =.... = tan45” = 1. 
2S:a)0;b) 1. 


3. (h.26) a) sinx= OQ, cosx = OP, 
sin x + cos2x = OÓ7 + OP? = OM? = 1. 


b) sinx= VI— COS? x -2⁄2 
c) cosx= +V1— sin“x = +./0,91. Hình 26 


" sin x—cos x = ^ 
đ) Giải hệ 3 


sin7x + cos2x = l. 


M14+2 v14-2 


2S : sinx= : COSX = 
6 Ẻ 6 
2 sin 4 cos°a+sin2z 1 
4. a)l+tana=l+ “——“:- 
COS“ Ø COS“ Ø COS“ đ 


b) Áp dụng tanx.cotx = 1 để tính cotx. 


Áp dụng câu a) ta có 


1 
=l+(-5)ˆ ?y= —. 
(—5)  cos“z 26 


COS“x 
: | 
Vì tanx < Ö nên cosx < Ô, suy ra c0sx = ———- 
26 
Từ sinx = cosx.tanx, hãy tính sinz. 
| | : 5 
Š§ : cotx= —-,COSx= —- ——, sinx= ——-: 
5 126 26 
2 2 2 
COS “4 sSInỐ4+cos“z . ÍÏ 
5. a) 1 + cot2z= 1 + =———>———z= 
SIn“ 4 sin“4 Sin“ a 
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b) ÐS : tanb = 


4 l6 


Đà sàp 


a) cos”15° = 1— | 


_(W) +26V2+(2} _ (Ws+v3Ÿ 


16 16 ˆ 


- 8+, 


Do 152 < 90” nên cos15” > 0, suy ra cos15” = 


sinl5° v6-2 _(j6- 2) _„ 
cos15° —J6+AJ2 6-2 =?-. 


46-42 v6 +42 |: : 209 
——T—'——~T— = 2 = sin30". 


tan15” = 


b) 2sin15°cosl5° = 2 


2 
a) Bình phương hai vế và áp dụng bài 3a). ÐS: sinxcosx = “ ¬ 


b) sinhx + cos“x= (sinˆx) + (cos2x)Ÿ = (sinˆx + cosˆx) ~ 2sinˆx.cos7x 
¬"¬..—a 1+2m2 — mỸ 
5 2 2 
c) Viết lại sinŠx + COS 6= (sin “)% + (COS “x rồi sử dụng hằng đẳng thức 
4 °+b°=(a+b) — 3ab(a + b). 
-3m' + 6m? + 1 
4 
2 


đ) Từ giả thiết suy ra sinx = #+ — cosx. Lại có sin x + cos“x = Ì. 


ĐS: 


Từ đó dẫn đến cosx là nghiệm của phương trình 2fˆ — 2mf + mì — 1= 0 
nên A'>0, từ đó suy ra m” <2 hay -V2 <m<4l2. 


a) tan“a + cot2ø = (tang + cot)2 — 2tanacota = k” — 2, 
2 
b) tan“ + coa = (tan7a + cot2a) — 2tanˆa.cota = (#? — 23 —2 


=k ` —4kˆ+2. 
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c) tanŠg + cotÕa = (tanˆz + cot2a)” — 3tan^z.cot2a(tan2z + cot22) 
= (#Ÿ— 2ÿ - 3(k? — 2) 
= (#? — 2)(k' — 4k? + 1). 
đ) Cách 1. Do tanz và cotz cùng dấu nên ltanz + cotal = ltanal + lcotal 


mà ltanzl + leotøl > 2A/Ìtan al.|cota| = 2, suy ra ltanz + cotal > 2 hay lk| > 2. 
Cách 2. Thay cota = =ẽ dẫn đến tan2z — ktang +1=0. Vậy tanz là nghiệm 
a 


của phương trình x” ~ kx +1 =0 nên A = #ˆ -4>0 hay |k|>2. 


§2. Tích vô hướng của hai vectơ 


19. 
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=. =——..—.: lôi 
(h. 27) a) (AB. A€) = 90° nên cos(AB, ACÌ= 0. 
[^5. 5©) = 180°— ABC nên 10 ' 
h H 
cos( AB, 5©) = -cosABC= — \ 
—¬ —— — ` — —— x 7 : ` 
[^5. C8] =..4ÐC. tiên cos(AB, C8] “T= Hình 27 
b) HB.HC = HB.HCcos180° = —HB.HC = —AH. 
Theo hệ thức trong tam giác vuông — = hn= = 28g: 
2 _ 4900 = ma _ 4900 
suy ra AH“ = 149 . Vậy HB.HC = EPTrY 
a) AB.AC = AB.AC.cos120° = -- 
=1... ——.... `. 
AB.BC = AB [AC - AB] = AB.AC - AB. = =. -49=- S” 


b) M là trung điểm của BC nên AM = 3Í AB+AC)|, SUY ra 


AM ST AB +AÁC +2.AB.AC Bộ 2/0 00.2 


39, 
2 


Là 


AM = 


11. 


12. 


13. 


14. 


_DC b 


_b) Bình phương vô hướng để tính độ đài AD. 


(h.28) NE = NM + ME = kMP - MN, 


ME = 2(MP+MN) 


NE L MF © [MP + MNÌ.[ÈMP ~ MA] =0 


¬ MN.[MP+MN) _ MN.MP+MN Hình28 


ca... 
MP.[MP+ MN) MP + MN.MP 
_l6+16 2. 
_64+l6 5 
(h. 29) a) Theo tính chất của đường phân giác, ta có 


C v«c Tay DJ = „ DC.. Mặt khác DB, DC 


ngược hướng nên DB = ->Ð€. Từ đó dẫn 


đến AD - 24 + cÁC, 
b+c 


ĐS- Tên 424 + cosø). 


a) AB.BC = siia8 + BC| - AB - BC 
——n2D ` —.2 —2 
SiÈ| NE AB 2 HE | e0 2162067), 

2 2 
=—``. 1l —2 =..L. —— — 
AB:AC= 3| A8 S1 IAC 2e (AB Š A€) 

rô ƒ cổ 

= I8 +AC —CB ]=s(£ +»°~z) 

b) Vì AM là đường trung tuyến của tam giác ABC nên : 
AM? = AM = 28 + AC) =a| 4B + AC +2AB.AC) 


“.--. 3. cõi suối . 61: | đo 2g 2. „2 
=2(c°+b?+c?+b ¿°)}= 200? + 2c? - 2). 
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15. 


16. 


17. 


58 


Vậy : AM =3 2b? + 2c? — a*. 


. Xét tam giác ABC có AD, AE lần lượt là đường phân giác trong và phân 


. ; am ĐbAB+cAC ~ TA 
giác ngoài (h. 30). Theo bài l2a) ta có AD Tan Hãy bình 
^ ⁄ 2 h Z VN 2 HẠ l Z b? + c — a? 
phương vô hướng cả hai vế và sử dụng đăng thức AB.AC = ———— 


(theo bài 14) để tính độ dài đoạn AD. Vì AE là phân giác ngoài nên 
EB = h EC (lưu ý rằng phân giác ngoài của góc A chỉ cát đường thẳng BC 


khi bz.c). Từ đó AE =“^ —C ^C, | 
| b 
ĐS: AD= m bcpCp - 4) ; 
2 E B¬..D___.C 
AE = ——bc(p - b)(p - c) 5 
|b — c| Hình 30 
(p= == là nửa chu vi của tam giác). 


Giả sử (đ.b)ể = đ@.£). Nếu đ.b =0 thì ö£ =0 (vì ä z 0). Vậy cả hai 
vectơ đ và đ cùng vuông góc với b hay đ = kể. Nếu đ.b z0 thì 
bẻz0. Khi đó đ= E .c hay đ= kể. Ngược lại, nếu đ = kể thì 


¬ 
= 


(3.b)€ = (kể.b)ẻ = k(8.b)€ = (b.£)kể = (b.£)4 = ä@£). 


Như vậy, đẳng thức (đ. b)} =d@£). đúng khi và chỉ khi có số k để 


a =Èkc. - 

a) Gọi Ó là trung điểm của AB thì ÓA = ~ OB. 

Với mọi điểm MM, ta có 

wÄwẽ - (wỏ+Øả) .(Mỏ + 08) - (Mỏ ~o8) (Mö- ø8) 


2 
= MO” - OB? = MO?-~ T 


“...s. 2 2 
Từ đó MA.MB =k MO” - nn =k ©MO”= —+k (*) 


2 
Ta có Ó cố định, T + È là số không đổi nên : 


5 
~ Nếu k<— nn thì tập các điểm M là tập rỗng. 
0” 
- Nếu k=-— =ĩ thì tập các điểm M chỉ gồm một điểm O. 


; 
—Nếu k>— nn thì tập các điểm M là đường tròn tâm Ó bán kính & = 3 d?+4k. 


.... =. ...... 

b) Lấy điểm € sao cho AC = 24B. Khi đó AB.AC =2AB =2a?. - 

Từ đó có AN.AB = 2a?  AN.AB = AB.AC © AB.(AN - AC} =0 
© AB.CN =0 CN L AB. 


Vậy tập hợp các điểm N là đường thẳng vuông góc với đường thẳng AP tại 
điểm C. 


—2 


18. (h. 31) Ta có AN.AM = AH 


© AN.AM = AH.AH = AH.AM (theo công thức hình chiếu) 
A 


© AN.AM - AH.AM =0 


© (AN - AH).AM =0 


© HN.AM =0. 
Vậy tập hợp các điểm @ là đường tròn đường kính AH. Hình 3 


19. a) Theo định nghĩa của tích vô hướng ta có (với mỗi ¡ e h 2à 3) hào 


OM. ÓA, = OM.OA,.cos MOA, =# cos MOA,. 


Do đó : cos MÓAI + cos MOA; +...+ cosMWÓA, = 
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—— 


Theo bài 7 (chương I) thì ÓA; + Ó4; +... + ÓA„ 


cos MOÁI + cos MOA; +... cos MOA„ =0. 
2 | 2 2 ¬ằ? c2 ——2 
b) MA( + MA¿ +...+ MA? = MAI +MA; +..+ MA, 


= (0a; ~ o)” + (øa; - oM +... + (0A, - 0M)' 


O4? + OA) +... + OA? + nOM2 ~ 2(OA; + OÁ +... + OA,).OM 


= Rˆ+Ñ?+..+? +nR?—0=2nR?2. 
20. Từ điều kiện BM = kBC, ta SUY Ta : 
AM - AB = kÍAC ~ AB) hay AM = (1 - k)AB + kAC. 
: 2_ —.22 — —? 
Bởi vậy :AM2 = AM =|d~ĐAB + kA€] 
2—c2 2—”2 —>— ., 
=(1-k)AB“ + k?AC” + 2k( - k)AB.AC 


=(1— kˆc? + k?b? + 2k ~ ©.2(c +b2?~ 2?) (xem bài tập 14) 


= (1— k)c? + kb” - ki — k)a?. 


. 1 sự ˆ ` R 
Trong trường hợp k = 5 thì M là trung điểm của cạnh ĐC, AM là đường 
c2o+b` ad 


trung tuyến. Khi đó ta có công thức trung tuyến : AM? = 2 Ậ 


21. a) ï = ca.cos(1809 — B)CA + ab.cos(180° ~ C)AB + bc.cos(1809 — A)B8C 
= —cacosB.CA — ab.cosC.AB — bc.cos A.BC ` 
2] 


= KG: + cosc38 + cos Á 
b C a 


b) Nếu tam giác ABC đều thì a = b = c, cosA = cosÖ = cosC, từ đó suy ra 


ÿ =— a2.cos A.(CA + AB + BC) = Ö. 


60 


22. 


23. 


c) Nhân vô hướng vectơ ÿ = Ö lần lượt với = = và = ta có? 


3 CÁ 
.—— =0, suy ra cos 8 — 2cos Œ.cos A = 0. 
_ Tương tựtacó:  cosC - 2cosA.cosB =0, 


cos Á — 2cos B.cosC = 0. 
Rút cosÖ từ đẳng thức đầu và thay vào đẳng thức thứ hai, ta có : 


cosC — 4cos?A.cosC =0 mà cosC z 0 (vì nếu cosC = 0 thì cosB = 0, 
De ° 90°,„ vô lí) nên cos”A “ã hay c0s Á=+ 2. Vậy A = 609, hoặc 
Â = 1209. 

Tương tự như vậy, góc C hoặc bằng 60° hoặc bằng 1200. Vì tổng ba góc 


của tam giác bằng 180P, nên chỉ có thể có A=B=€=6(°. Vậy ABC là 
tam giác đều. 


(h. 32) 2MP.BC = (MA + MD).(MC ~ MB) 
= MA.MC - MD.MB + MD.MC - MA.MB 
= MA.MC - MB.MD Ạ c 
(vì MẢ.MB = MP.MẺ = 0 do AC L BD). 
Từ đó ta CỐ : 

D 
Hình 32 


MP L BC œ MP.BC = 0 
c<> MA.MC = MB.MD. 
Đặt AD = đ,AB = b. Khi đó : 


AM = ~AC = xÍä +), AN = AD + DN = 


S 
+ị— Ni œ=ị 


Từ đó suy ra : I0 P4 (_ã + 3b). 
(z + ø) = 2 (5ä + 8). 
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24. 


25. 
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—... " - A 8 B 
Ta có : MB.MN = 1Ä (_ä + 38)(3ä + 5) Nự Z7 
_ JÍ 2+2. a7? ,szr}_ 
=m=l 33ˆ +3b +84) =0. r \ 
Hà 1( „2O 1(+2,2y2 xay) >2 ˆ VẤN 
MB =:eL ả+3b) =:elä +9b -6ä)= 5”. N 
—2 1 >2] +2 +\Ì 5 ` , 
MN = 1a 3ä + P) = ae l0ấ” +5 +6ä5)= 58”. Hình 33 


Vậy MB ÌL MN và MB = MN, tam giác BMN vuông cân tại đỉnh M. 
(h. 34) Gọi P là trung điểm của AA' thì ÓP 1 AA' 
nên theo công thức hình chiếu ta có: “ˆ á 
2MA.MO = 2MA.MP._ Nhưng vì P là trung A Z& 
điểm của AA' nên 2MP = MA + MA'. Vậy : 
2MA.MO= MA (MẢ+ MA`)= MA? + MA.MA) 
= MA” — MA.MA'= MA(MA- MA). 

(h. 35) Lấy các điểm A\, Bị, C¡ sao cho : 

MÁ _— _ MB. ~—: MC 


MAI =3. ï MB, = TC và MCI = TC: 


khi đó cả ba vectơ trên đều có độ dài bằng 1, 
mà góc giữa hai vectơ bất kì trong chúng đều A 
bằng 120 nên M là tâm của tam giác đều 
AIBi. 
Theo bài 24, ta có : 

2 MA.MO = MA(MA - MA'), 


— 


MÁ 
——.MO = MA - MA', 
Suy ra ? MA lôi 
hay 2MA,.MÔ = MA - MA'. 
Tương tự: 2MB,.MO = MB - MB', 


2MC,.MO = MC - MC'. 


26. 


Từ đó ta có MA + MB + MC - MA- MB MC' 
= 2(MAi + MB, + MC,.MÔ =0, 


hay MA + MB + MC = MA'+ MB'+ MC'. 
a) Lấy một điểm Ó bất kì thì đẳng thức 
kịGÁI + kạGA; +... + k„GA„ = Ũ () 
tương đương với 
& (oA-oö) + k, (0A;~00) +... tiểu (0A,-ø6) =0 
— 1 — —. —. 
hay ÓG = x04 + ÓÁ; +...+ ÓA,). 


Điều đó chứng tỏ rằng có điểm G thoả mãn (1). 


Giả sử điểm G' cũng thoả mãn kjG'Á; + k;G'Á; +... +k„G'A, =0 0). 


- Bằng cách trừ theo vế (1) cho (2) ta được k.GG' = 0, SUY Ta GG' =0 hay ` 


Ớ' trùng với Œ. (Điểm G được gọi là tâm tỉ cự của hệ điểm {At, 4;,...,4„} gắn 
với các hệ số kị, &¿,..., k„). 
b) Với mọi điểm M, ta có 


kịMA? + kạMA? +... + k„MA2 = m 


c k(GAj~GMÌ. + tạ(GA; - GM)` +... + (GA, - GM =m 


© k,GA? + kạGA} +... + k„GA2 + kGM” - | 

2GM (k,GA) + ky GA; +... + k„GA,„Ì = m. 
Ta đặt k,GA? + kạGA2 +... + k„GA7 = s thì đẳng thức trên tương đương với 
s + kGM” = m hay GM? = “——”. Từ đó suy ra | 


,„ WM— 
e Nếu 


Ÿ > 0 thì quỹ tích các điểm M là đường tròn tâm Ớ, bán kính 


m„—S 


k 


r= 
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27. 
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e Nếu 7m - s =0 thì quỹ tích các điểm M là một điểm Ở. 


„  M—s 
e Nếu 


<0 thì quỹ tích các điểm M là tập rỗng. 


Chú ý. Khi kị + kạ +... + k„ = k =0 thì hệ điểm {Ai,4¿,....4„} không có 


tâm tỉ cự, song vectơ # = kịÓAi + kÓA; +... + k,ÓA„ không phụ thuộc 
vào việc chọn điểm O. Thực vậy, với điểm Ó' khác điểm Ó, ta có : 


AI + kO`A; +... + k„Ó'A„ 
= (hị +hạ +...+ k„)O'Ở + kiOAi + kạÓA; +... + k,ỤÓA, = ñ. 
Bây giờ chọn một điểm Ó nào đó, ta có : 
kịMA? + kạMA2 +... + „MA? = m 
—?2  —Ừ2D —2 
> kị MA, + k› MA; +...+ k„ MA, — 
—_. ——2 — ——w — ——2 
© k(OA—OM)' + kạ(OA; -OM} +...+ k„(OA,—OM) =m 
© kịOA} + kạOA} +... + k,OA2 — 2OM .ñ = m. 
Đặt kịOA2 + kạÓA2 +... + k„OA? = s thì đẳng thức trên trở thành : 
2ii.OM = s — m. 
Bởi vậy : e Nếu ử = 0 và s =m thì quỹ tích các điểm M là toàn bộ mặt phẳng. 
e Nếu ï = 0 và s # m thì quỹ tích các điểm là tập rỗng. 
e Nếu ở z 0 thì quỹ tích các điểm M là một đường thẳng vuông góc 
VỚI VeC(Ơ ủ. 


a) Xét trường hợp điểm A' nằm trên 
-cạnh BC, tức là các góc B và C đều 


Ạ Ạ 

nhọn (h. 36a). Khi đó _ 

AA'=A'B. tanB = A“C. tanC. 

Vì tanB > 0, tanC > 0O và hai vectơ L . ả 

A'B, A'C ngược hướng nên ta Suy Ta: B A CB C4 
a) b) 


(tan B)A'B + (tanC)A'C =0. Œ® Hình 36 


Nếu điểm A' nằm ngoài cạnh BC, chẳng hạn điểm C nằm giữa hai điểm B và Á' 
(h. 36b), thì khi đó góc B nhọn và góc C tù, tức là tanB > 0 và tanC < Ö. 
Ta có AÁ' = A8 tanB = AC tan(1807 — C) = — AC tanC. Trong trường hợp này 
hai vectơ AB, AC cùng hướng nên ta có: (tan B)A'B + (tan C)A'C =0... 
b) Nếu ;j là trực tâm tam giác ABC thì ta có các số z,/,7 không 
đồng thời bằng 0 sao cho : œHA + 0HB + yHC =0 (theo bài 14 
chương I). Vì HA.LBC, nên nhân hai vế của đẳng thức trên với BC ta được 
8HB.BC + „HC.BC = 0, và do đó (theo công thức hình chiếu) 
8A'B.BC + yA'C.BC = ö BC (8A'E + yA'C) = 0 © 
8AB + yAC =0 (vì vectơ ØA'B + yA'C cùng phương với 5©). 

8 7 


Z 3 2 ` %3 (dd { = - Bà Z ư tư l 
So sánh đăng thức này với (*) ta suy ra tnB T lanC ảng cách tương tụ 
ta đi đến : 


_g _ 8 __7_ 
tanA tan tanC' 


Bởi vậy đẳng thức œ1A + /ØHB + „HC =0 trở thành : 
tan A.HA + tan B.HB + tanC.HC = Ö. 


28. (h.37) Ta có 

(4 + đ + đa).Á¡Á; 

= Œ; + ).AI; "= ^ 
= Í& +a;)(A/A =4) | 
— 82A) — 8A) _ l 
= la;|.A,4.eos(za.A.4s) 


— la,|.A;.4a.cos(øa, A4). 
P2 


Theo giả thiết ¬ = Á;Á; và lại = AIÁi. Hình 37 ` 
Ngoài ra dễ thấy 
cos( 2, A43) = cos (4a, A;Á)). 
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Suy ra (2 + ay + 4y).A¡4; = 0. Do đó, vectơ đ, + đ; + đ; vuông góc với 
đường thẳng A¡4¿. 
Chứng minh hoàn toàn tương tự, ta có vectơ đị + đở + đ vuông góc với 
đường thẳng A; 4a. 


29. Nếu A, B, C, D cùng thuộc một đường tròn ( thì MA.MB, MC.MD cũng 


bằng phương tích của điểm ÉM đối với đường tròn (€ nên MA.MB = MC.MD. 
Ngược lại, vẽ đường tròn qua ba điểm A, B, € và giả sử đường tròn đó cắt 
đường thẳng CD ở điểm D' khác C. Khi đó ta có A, 8, C, Ð' cùng thuộc 
một đường tròn nên MA. MB = MC.MPD`'. Nếu có MA. MB = MC.MD thì 
MC.MD = MC.MD', suy ra MC.DD' =0. Do MC #0 và DD' cùng 
phương với MC nên DD'=0 hay D, D“ trùng nhau. Vậy A, Ö, C, D cùng 


thuộc một đường tròn. 


30. Giải tương tự như bài 29. 


31. 
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no, R” đo, R) 


© MO? ~ Rˆ = MO? - R7 


—27 nư^n 2 2 
© MO -MO' =Ñ —R 


c (Mö - MO)).(Mö+MO)) = RẺ - R2 
© 20'0. Mi = Rˆ— RỶ, trong đó ¡ là trung điểm của OO”, 
Lấy H là hình chiếu của điểm M trên đường thẳng OÓ”, ta có 
Ó'Ó.MI =O'Ó.HÏ = OO'.1H. 
— R`_R2 


R 
Từ đó suy ra 1W = "2a không đổi nên H là điểm cố định. 
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32. 


33. 


Vậy yo g = yo„gy khi và chỉ khi M thuộc đường thẳng A vuông góc 
với đường thẳng ÓÓ' tại điểm cố định H.. 
Đường thẳng A được gọi là rrục đẳng phương của hai đường tròn đã cho. 
(h. 38) Xét tích vô hướng . 
SM.A'B' = 2 (S4 + 58).(SE” - SA) 

Ì (GihP` _ CI CA”. CECP'_ CR€A' 
= 2(S4.S _ SA.SA' + SB.SBÌ — SB.SA'). 
Ta có 


$A.$B' =0 do SA L $B', 


SB.SA' =0 do $B L §A', | 
SẢ.SA' =5B.SB'. —- | Hình 38 
Từ đó suy ra $M.A'B` =0, nên SM L AB. 
(h. 39) Ta có Ø?„oy = HA.HB = - HP” 
và go) =HO”~ R, 
SUY ra HO? - Rˆ =- HP? 
hay HO?+HPˆ?=R.. Œ) 


2 


Hình 39 


và #woy:= MO” - RẺ. 
- 1 
Mặt khác tam giác vuông APB có trung tuyến MP = 2AB = MB. 
Từ đó suy ra MO” - R =— MP? hay MO? + MPˆ = RỂ. (**) 


Từ (*) và (**) ta có H, M cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của 


ÓP và bán kính bằng 2 2K? - P2. 


2 
G7 


34. 


35. (h. 41) a) Ta có * 
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Đặt tên các tiếp điểm của hai đường tròn 
như hình 40. 
Ta có ÁAR = ÁS và 
AR + AS = (AB + BR) + (AC + CS) 
= (AB+ BH) + (ÁC + CH) 
= ÁB + BC + AC = 2p. 
Vậy AR = AS =p, suy ra 
c+ BH =phay BH = p - c. 
Ta cũng có 
AP =AQ, BP = BK, CK =CQ 
nên c+ CK = b + BK. 
Đo (c+CK)+(b+BK)=a+b+c=2p, 
nên c + CK = p hay CK =p -c= BH. 


Gọi Mí là trung điểm của BC, từ BH = CK 
suy ra MH = MK hay 


2 2 ñ 


Vậy M thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn (7) và (7). 


M 


OM,.ON, = OM;.ON¿. Œ 
Xét tích vô hướng 
ON.MIM; = ON.(OM; ~ OM.) 

- ONOM; - OÑ.OM;. 
Do ÓN, là hình chiếu của ÓN O 


trên Óx nên ÓN. OM\ = ONI.OM:. 


Hình 41 


Tương tự ON.OM+; = ON;.OM; . (**) 

Từ (#) và (#*), suy ra ÓON.MIM, = 0 hay ÓN L M¡M;. 

b) Theo câu a), N thuộc tia Óz cố định (vuông góc với M¡M¿). 
Lại có zOy = MyM¿M (do Óz L M;M¡, Oy L M,M). 


36. 


37. 


Mặt khác, OM,MM; là tứ giác nội tiếp (OM,M = OM;,M = 90°) nên 
M,M,M = MỊOM. Từ đó suy ra zOy = MON;. 
(h. 42) 
a) Tứ giác HBMM' nội tiếp được do 
M'HB = MMB = 90°, SUY Ta 

AH.AB = AM.AM'. 
Tứ giác HBN'N cũng nội tiếp được do 
NHB = N'NB = 90°, SUY ra 

AH.AB = AN.AN.. 

Từ đó ta có AM.AM' = AN.AN. 
Suy ra M, N, M/, N cùng thuộc một đường 


Hình 42 


tròn, ta kí hiệu đường tròn đó là (%Ố. 


b) Gọi P, Q là các giao điểm của (@ với đường thắng AB và E, F là các 
giao điểm của A với đường tròn đường kính AB. 
Khi đó HE.HF = HM.HN = HP.HQ nên E, P, F, Q cùng thuộc đường 
tròn (S). Đường tròn này tiếp xúc với ÁE, AÁF lần lượt tại E, Ƒ và do AE, 
AF đối xứng qua AB nên (S) cố định, suy ra P, Ở là hai điểm cố định. 
Vậy P, Q thuộc đường tròn (Š) tiếp xúc với AE, AF ở E, F. 
Do (5) là đường tròn cố định nên P, Q là hai điểm cố định của (). 
(h. 43) 
se Nếu A ở ngoài đường tròn thì 
điều kiện AM = MN tương đương 
với ÁN = 2AM. Ta lại có 
AM. AN = d”- RỂ (d= OA). 


" 
Từ đó dẫn đến 2AM?= 4” - R”. 
A M 


2(42 - R2) Ầ 
hay AM= —————: Hình 43 
Điểm M (nếu có) là một điểm chung của đường tròn (Ó ; R) và đường tròn 
2(42? - R?) 


tâm A, bán kính bằng 


2 
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38. 
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e Nếu A nằm trong đường tròn thì đường thẳng A cần tìm là : 
- Đường thẳng vuông góc với ÓA ở A khi A không trùng với Ó. 


— Đường kính bất kì của đường tròn khi A trùng với Ó. 


(h. 44) 
Ta có AM = AN = AE (do M, N, 
È cùng thuộc đường tròn tâm 4). 
Trong tam giác vuông AE, 
EH Ì AB nên 

AE”= AH.AB= AH.AB 
Từ đó suy ra 

AM”=AN”= AH.AB. 
Vậy AM, AN là tiếp tuyến 


_ của ( (xem bài 30 chương II). 
39. 


a) (h. 45) 


Gọi (Ấ) là đường tròn cố định 
có tâm Ó và đi qua P, Q. Do 7 
không thuộc đường trung trực 
của PQ nên trục đẳng phương A 
của (Ấ;) và (7) không song song 
với PQ. chúng phải cắt nhau ở J. 
Bây giờ giả sử (9 là đường tròn 
bất kì đi qua P và Ó, ta có J 
thuộc trục đẳng phương PQ của 


Lại do J thuộc trục đẳng phương 


của (@J) và (7) nên 
2? = Zm: 


(# 


Hình 45 


Từ đó ta có Zjøy = đa. hay J thuộc trục đẳng phương của (Ÿ và (J). 


40. 


b) (h. 46) . 

Kẻ tiếp tuyến JM với (7) (M là 
tiếp điểm), ta có JM” = đặm. 
Do Z?m = JP.JQ nên đường: 
tròn (MPQ) tiếp xúc với JM ở 
M và cũng tiếp xúc với (Ì) ở M. 
Từ đó suy ra cách dựng. Bài 
toán có hai nghiệm. 


(h. 47)- 
Kẻ các đường cao CC”, DD, 
FFE' của tam giác CDF và gọi Hình 46 


H là trực tâm của tam giác đó 
thì HC.HC' = HD.HD` = HF.HF”. (*) 
Ta có trung điểm 7ï của ÁC cũng 
là tâm đường tròn đường kính 
AC, đường tròn đó đi qua Cˆ (do ' 
AŒC = 90°). 

Suy ra đảm = HC.HC'. 


Tương tự như vậy, 


đụ y = HD.HD` là tâm 
đường tròn đường kính 8D). Hình 47 
no = HF. HF` (K là tâm đường tròn đường kính EF). 
Kết hợp với (*) suy ra 
Zñún = Zñúm — #ñụm: 
Nếu lấy trực tâm H của tam giác BCEÈ ta cũng sẽ có - 
#úø = 2ú — #H/)- 
Vậy HH' là trục đẳng phương của hai đường tròn (7) và (7), nên HH” L 17. 
HH' cũng là trục đẳng phương của (7) và (K), nên HH' L IK. 
Từ đó ta có ï, J, K thẳng hàng. 
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41.(h. 48) 


42. 


72 


a) Trong hai tam giác vuông AA'B và AA€ 
ta có AE.AB =AA? và AF .AC = AA” nên 
AE.AB = AF.AC, suy ra tứ giác BEFC 
nội tiếp được, do đó ta có 4FE = ABC. 
Mặt khác ABC = ADC (gốc nội tiếp cùng 
chắn cung AC) nên tứ giác DCFJ nội tiếp 
được, suy ra AJ.AD = AF.AC. Vậy 
AJ.AD = AA?, do đó AA“ là tiếp tuyến của 
đường tròn (A27D). 

b) Ba điểm E, F, Ó thẳng hàng khi Ó trùng với J hay AJ = Ñ. 


Hình 48 


Do AJ.AD = AA” nên AJ = R nếu A4 = 2R? hay AA' = R42. 


(h. 49) 

a) Gọi M là tiếp điểm của A với 
đường tròn ( đi qua Ö và Œ, khi đó 
AM? = AB. AC = AB.AC không đồi. 
Do đó Ä là giao điểm của A và đường 
tròn tâm 4, bán kính bằng AB. AC . 
Từ đó suy ra có hai đường tròn cùng 
đi qua Ö, C và cùng tiếp xúc với A. 

b) Gọi M, M' là hai tiếp điểm của A 
với hai đường tròn ở câu a) và gọi D 
là giao điểm (khác ) của đường | 
thắng BC với đường tròn (BMM') thì Hình 49” 


(6 


AB. AD =AM. AM' =- AM? =- AB .AC. 


Từ đó suy ra AD=- AC hay D là điểm đối xứng với C qua A4, do đó D là 
điểm cố định. Vậy khi A quay quanh A, các đường tròn (BA4M') luôn đi 
qua điểm D cố định khác B. 


43. (h. 50) Nhận xét. Hai điểm ï và 7 thuộc hai tia BM, AM ở về cùng một phía 
của đường thẳng AB, do đó đường tròn đi qua ba điểm /M, !, J có đường 
kính !7 không cắt đường thẳng 4B. Cũng có thể chứng minh như sau. 

a) Ta có B là điểm chính giữa của 
cung CÐ (do AB L CĐ) và MA L MB 
(AMB là góc nội tiếp chắn nửa đường 
tròn) nên Ä⁄B và MA là phân giác 
trong và phân giác ngoài của góc CMD. 


1C __ựC œ® 
ID JD Hình S0 

Gọi H là giao điểm của AB và CD, Ó là tâm đường tròn (M12) thì /ƒ là 
trung điểm của CD và Ó là trung điểm của jJ. 


Từ (*) suy ra IC.JD+JC.ID = 0 hay 


Từ đó suy ra : 


(0C - OT).(OD - Ø7) + (0C - 07).(OD - Of) =0: 


+ ÓC.OD + Oï.ØJ ~ OD.Ø7J - OI.ØC =0 
= -(0E+oB)(01+o7)+2(-o1”+0€.op)=0. 


—  —2 
bo Øï +Ø1 =0 sen oŸ = 0€.05 < [€2 9P) 


„ OŒ+(ØD 
"—n 


thẳng AB nằm ngoài đường tròn (M77). Từ đó suy ra, từ điểm P bất kì trên 
AB, kẻ được hai tiếp tuyến đến đường tròn (Mi). 


=ÓOH nên OÏ” < OH” hay Ol < OH. Vậy H và cả đường 


b) Ta có AT? = AT2=AM.AJ, mà AM.AJ = AH.AB không đổi (do A, 
H, B cố định). 

Vậy AT? = AT? = AH.AB không đổi, suy ra T và T” luôn thuộc đường tròn 
tâm A bán kính bằng VAH.AB. 
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44. (h. 51) 


45. 


Giá sử tam giác ABC có AA' L BC và M, N 
là trung điểm của BC và AC. 

Vẽ đường tròn (2) đi qua A, Ä⁄, N nếu A' 
khác ÄMí, hoặc (ø) đi qua N và tiếp xúc với 
BC tại M nếu A trùng với Ä. Lấy giao điểm 
thứ hai B” của (ø) và AC. 

Khi đó CA'.CM = CN.CB" 


hay 2 CA'.CB = 2 CẢ. Cổ", : 


_ Hình 51 


Suy ra CA'.CB = CB'.CA. 

Vậy bốn điểm B, A', B', A cùng thuộc một đường tròn. Trong đường tròn 
này ABB = AAB = 90”, vậy (øœ) đi qua chân đường cao B hạ từ đỉnh B 
của tam giác ABC. 


Đặt K là giao điểm thứ hai của (ø) với AA”, ta có AK.AA` = AB`.AN. 
Ta lại có AH.AA'= AB'.AC_ (do HB'CA' nội tiếp được). 


Từ đó suy rà AK.AA' = 2-AB'.ÁC = 2AH.AA' ; do đó AK = 2AH. Vậy, 


(ø) đi qua trung điểm K của AH. 


Gọi P là trung điểm của AB, ta có KP // BB' và MP // AC, suy ra KPM = 90. 


Tương tự cũng có KNM = 90° nên P nằm trên đường tròn (2) đi qua M, 
N, K. Lí luận tương tự như trên ta được chân đường cao C” hạ từ đỉnh C và 
trung điểm các đoạn HB, HC đêu thuộc đường tròn (2). 


ä.b =1.(3)+2.1=-—l; b.ể =10; .đ=-8; 


—_ -24+3.l 5 


42? + 4?262 +22 — #2. 


b) €= kđ +lb = (—2k + Al ;3k + D) ; 
ẽ L (3+ b) © £.(ä + B) =0 © 22k + 41) + 43k + D =0 
© 2k+3/=0. 
Vậy với 2k+ 3/=0 thì £ L(g+ð). 


c) Giả sử đ = (x; y). Khi đó từ đ. đ = 4 và b.d = —2, suy ra hệ phương trình 


~2x+3y= 4 
4x+y=-— 2. 


ỹ : ä =|-Ÿ 3) 


47. a) Giả sử M(x;0) eOx—> AM(x+3;-2); BM(x—4;—3) ; 


Tam giác MAB vuông tại M khi AM L BM hay AM.BM =0. 
Từ đó ta có (x + 3).(x — 4) + (—2).(—3) =0 hay x” -x—6 =0. 
Phương trình có hai nghiệm xị = 3, x¿ = —~2. 
Vậy có hai điểm cần tìm là Mĩ; = (3 ; 0) ; Mạ =(-2; 0). 
b) Giả sử (O0; y) e Óy. Khi đó 

NA? = NB? 
© (0+3) +(y— 2) =(0- 4)? +(y— 3Ÿ 
©9+y?-4y+4=16+y?°-6y+9 
© y=6. Vậy N=(0;6). 


48.a) AB =vG+Ð”+(- DĐ =4. 
8C = (2-3)? +(4-— Đ? = 110. 
AC =4J(2+1)? +(4-1 =342. 
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49. AB 
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Chu vi tam giác ABC bằng 4 + V10 + 32. 
Ta có : AB = (4;0), ec = ;3) nên 


cos BÁC = ——= = —, suy ra BAC = 45”. 
4.32 - =ự | 
1 
Vậy diện tích tam giác ABC bằng 2AB.AC.sin 45° = 243/2 =6. 


b) Gọi HŒx ; y¡) là trực tâm tam giác ABC. 
CH. AB =0 - -2=0 
Ta có j ˆ”'““”””. Từ đó dẫn đến J1”. 


suy ra H = (2 ; 2). 
Trọng tâm Ở của tam giác ABC có toạ độ 


-l+3+2 4 
#G T3 ”3 
I+l+4 
% =——3——=2. 


Giả sử /({+; ; y¿) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Khi đó 
ÍA = IB và IA =IC. 


Từ 7A = 1B suy ra (x; + U” + (y; — DŸ =.œ; — 3)ˆ + (y; — UỂ. () 
Từ 1A =/C suy ra (x; + DĨ + (; — DŸ = Œœ; ~ 2)” + (; — 4). (2) 
Từ (1) ta có x; = 1, thay vào (2) được y¿ = 2. Vậy 7ï = (1 ; 2). 


Như vậy 7H = (1;0), IG = (3:9). 


Từ đó suy ra IH = 31G. 
= 8; 4) ; AD = @5;~5); CB = C2 ; 4); CD = (~5; ~ 5). 
8.5+4.( _ 89+4(-5) —_ To 

v8? +42 j5 +52 — 
cos(CB,CPÌ = C22243. 1. 


422 + 42J5 + s2 +42 +52 - 


=> cos( AB,AD) + cos(CB,CD] =0= BAD + BCD = 1809, 


cos(AB, AB] - 


— 


Vậy ABC?D là tứ giác nội tiếp. 


50. 


§3. 
31. 
32. 


33. 


54. 


5. 


Gọi C=(x; y). Khi đó AB = (2; I) ; BC = (x-3; y). Từ ABCD là hình 
vuông, ta có : 
x=4 
AB 1 BC 2(x-3)+1.y=0 y=-2 
<> 2 2 <> 
AB= BC (x—-3)+y“ˆ =5 x=2 
. v= 2. 
Với C;(4; -2), ta tính được đỉnh D;(2 ; -3). 
Với C;(2; 2), ta tính được đỉnh D›(0; 1). 


Hệ thức lượng trong tam giác 

Các kết luận đúng là a) và d). 

a) Từ giả thiết suy ra b < a nên B< A. Tương tự C<A. 

b) Ta có ñ +cT= (bŸ +c7 `— 28 c< (bŸ + cĐỶ. Từ đó suy ra a <bˆ+c 
hay b + c”— 2bccosA < bỂ + cỄ. Vậy cosA > 0, do đó A < 90°. Theo câu a) 
thì 8 và € cũng là góc nhọn. 

a) c?=aˆ?+bˆ— 2abcosC = 49 + 100 — 140cos56929' ~ 71/7 —=>czx~8,4?. 
b) b2 =4” + cˆ — 2øecosB ~ 19,6 = bx 4,43. 

c) đ” = bˆ + c”— 2becosA ~ 135,35 = a x 11,63. 


a) A4 = 180° — (33°24' + 66°59') = 79937', 
ˆ l9) + . o ' 
Ta có b= a.sin33”24 ~x6l; c= a.sin66 "59 > 102, 
sin79937' sin 79937' 
a b 13.sin67°23' 
p=_ >> “ „06; 
b) Từ đẳng thức ——— snA snB SUY Tâ Sin 20 
Vìb<anên 8 < Â, suy ra 8 ~36°52'; C ~ 180 — (67923 + 36952) ~ 7545'; 
_ 20.sin75945' - 
sin67°23' 
a) Ta có Ả = 1809 - (609 + 459) = 757. 


Đặt ÁC = b, AB = c. Theo định lí hàm số sin : 
b a € 


sin60°  sin75° sin45°- 
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a3. aj2 


Suy ra b= ; @=———. 
2sin 759 2.sìn 759 Ạ 


_b) Kẻ AH L BC (h. 52), do B,C đều là 


góc nhọn nên HH thuộc đoạn ÖC, hay 7 ` 
_ BC = HB + HC. Ta có 
HC = b2 5 
e ? Hình 52 
HB — 2 
2 
>a=HC + HB = gÀ2€ _ aj6 + aj2 
22 4.sin 759 
= sin759 _ V6 +42. 
4 
2 
cos75° = 4JI — sin? 759 = S2 “2 8-2412 


NT J5Ÿ = 4-2 _, 
_- ~ 2bc.cosA = 20” + 352 ~ 20.35 


= 400 + 1225 - 700 = 925. 
Vậy z z 30,41. 


a) Từ công thức tính diện tích $ = 2 họ, suy ra j, -25- bc. — 
20.35 X3 
30A1 T17 

4a 30.4] 

b)2R=——>R=-—=x~x——x~ 17,56 

A 3 43 

ˆ a+b+c ` qbc 
c) Từ công thức § = 2.7 và S= TRZ 303,06, suy ra 


26 606/12 


= bac 304420135 ^ 


51, 


58. 


59. 


a) Áp dụng công thức Hê-rông ta được : 
$= -J9.(9 — 3)(9 - 7)(9 - 8) = 6x3. 


b) (h. 53) Áp dụng các công thức tính diện 


, ¬_.. 
tích S = 2R và S = p7. 


ĐS:R= 13 ._- 23. 
3 3 Hình 53 
cotA = cos 4 ___ 2b€ _b +C cứ n 
sin A CÀ abc 
2R 
2 2 _— s2 
Tương tự, ta có cotB = 4 1C TỦ n, 
abc 
2 2_ 2 
cotC= +? xem 
abc 
a2 +bˆ+c7 


Từ đó suy ra coLÁ + cot + cotC = 
abc 


a) bˆ—-c”= (4 +cT— 2ac.cosB) — (đ? +b”~ 2ab.cosC) 
=c-b?+ 2a(bcosC — ccosÐ). 
Từ đó ta được 20? - cÐ = 2a(bcosC — ccosB), suy ra 
b -cT= a(bcosC — ccosB). 


21,2 _— 2 2, 2 s2 
b) a(ccosC — bcosB) = a4 + =e — ap2 TC =P_ 
2ab 2ac 
= _.. + ð2 —c?)~— b2(a2 + c2 - b2)| 
Ï [ 2,2 ,2 2 24/2, 2 
= L (c2—b2) +(b2—e2)(b2+e ) 
2_ 2 b7 +c2-a? 


=œ = (b2 — c”)cosA. 


c)—— 

c) Đẳng thức cần chứng minh tương đương với đẳng thức 
2RsinC = 2RsinAcosB + 2RsinBcosA 

hay € = acosB + bcosA. 


Œ) 
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ˆ Cách 1. (h. 54) 


60. 


61. 


S0 


Ta có A8. = AB[AC + Cổ| " 
= AB.AC + BẢ.BC, b ạ 
SUY ra c? = bc.cos Á + ac.cos B, 
+ A €c B 
dẫn đến c = b.cos Á + a.cosÖ. 
Hình 54 
Cách 2. Biến đổi vế phải của (*) được : 
a a“+c? -b? kÐb bˆ+c?-a? 
l 2ac l 2bc 
_ |, 2, 2 s2, p2 2 2v 267 - 
= 2.44 +c“Ẩ-bˆ+b“+c a)=S =€, 
(h. 55) a) Theo công thức Hê-rông, ta có : 
27(27 27 27 
)"¬_- 
— 0N/55 
=—“ 
B 
9/55 
Suy Ta Šxgc = 2ŠAwc = ——" _ 12 
M 
ra? 
b) Ta có b2 + c2 =2AM? + —, 
? h IE c 
2 
suy ra AB” = cŸ = 2AMỸ ~ bŸ + S— Hình 35 
= 2.64 + 72-— 169 =31 =c= A31. 
144—16 1 ¬ 
Từ đó cosg= 211142—162__ 1 0.045 => 8 ~ 87925. 
24/31 431 
Đẳng thức 2cotA = cotB + cotC tương đương với 
2, 22 2,2 „2 2,2 2 
` — +c“—-b +bhˆ— 
2? 1€ -4p_ 4đ 1€ T0 nạ +Ô —C œ (theo tính toán như 
abc abc - abc 


bài 58) hay bˆ + c” = 24Ỷ. 


Từ giả thiết suy ra cỐmj = b”m¿, do đó 


c2 b+a` cô - p2 cẰ+a` bề 
2 4] ` 2 4 


— 2b?c? + 2a?c? ~ c? = 2bŸc” + 2a?b? — bỶ. 
— bˆ— cỦ=2a7 (b” - cÐ 
=> bˆ+c?=2a7 (do bˆ— c? #0). 


Ta đi đến điều phải chứng minh 


62. Xét tứ giác ABCD. Gọi I, 7 lần lượt là trung v 
điểm của AB, CD và G là trung điểm của !7 
(h. 56). Với mỗi điểm M, ta đều có : sˆA 
MA? + ME” + MC? + MD” _ 


2 : 2 : 
=2M]” + “+2M/2+S— í 


= 


~2| 2g? + | „748ˆ + CĐ” 
| ? ? Hình 56 
. H/i 
2 2 
=4MG? + —., 
Từ đó suy ra 


MA? + MB? + MC? + MD” = kỄ 


2 2 
© 4MG” = RŸ - #5) không đổi. Kết luận tương tự như 
bài 26. 
A 
63. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC (h. 57). 
" , 
Khi đó GB L GC © 4” = g mi +rỆ] 
c 
b 
2 2 2 2 2 2 
2_— a “+€ b a“+b _ c 
«©9a“=4 | 2 Ạ + 2 - | SỐ 
œ 942 = 4a? + b2 + c2 5a? = b + cẺ. B ga C 


6A- BT HÌNH HỌC (NC) 8l 


64. 


65. 
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Biến đổi đẳng thức cotA = 2(cotB + cotC) 


2. s0: đẾ An... 2 3.2 
Hô ng =2 ki hi, 2BETE cả, TT 0g 0 ni. (theo tính toán 
.__ gồC abc abc . 
như bài 58) 


©bˆ+c?= 5a”. 
Vậy GB L GC <© cotA = 2(cotB + cotC}. 
Giả sử tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm Ở và có trọng tâm G. 
Ta có : | l 
=Ắ. Set, len) A/=e=ẽi ve ci SỈ dt nay 2 
GA. 20B 30C .= (GA G0): +ÍGR=G0) 4C 66) 
đồ de Si2vÖ Tổ: le SUE=, bếp ý? cổ) 
= GÀ +GB +GC -2GO(GẢ+GB+GC)+3G6.. 
Do ÓA =ÓB = ÓC =Rvà GA+GB+GC =0 _ 


-nên 3Rˆ = GA? + GB? + GC? + 34?. 


Mặt khác, GA? + GB? + GCˆ = s(Ạ +72 +mÈ) 


Ga ad a+c bˆ a?+b N== 


=5 2 n8 /ấs" ý s 3 

S2), 2 2 2 2 2 
nên 3Rˆ = —= +34? suy ra R? ~ j2 = —..ẻ 
(h. 58) 


Xét tam giác ABC nội tiếp đường tròn (Ø; R) và ngoại tiếp đường tròn (Ï ; r). 


"Gọi D, E thứ tự là điểm chính giữa cung ZC và AC thì OD 1 BC, 


=__Â 
BẠD =>. 
Mặt khác, ta có 
BID = 2 sđ8D + sđ AE ) 
= 2|sdÐ€ +sáPC] 


1 + 
= 2 sdaĐCE. 


Vạy BID = IBD, suy ra ID = BD = 2Rsin S. 


Hình 58 
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66. 


-Trong tam giác OID ta có : Oi2 = ID? + OD? ~ 2 DĨ. DỞ. . 


OÊ =4 sin? Š + RỄ - 2D0.DH (với 1H L OD). 
Dễ thấy DØ.DH = DO.(DJ + JH) = R( 8Dsn2 + ì 


= R@Rsin? + = 2RPsin” S + ÂÑr. 


Từ đó suy ra đ? = RẺ - 2Rr. 


(h. 59) 
a) Ta có NP = 2Rsin30” = R, 
2 2 
2 R2? 3R 
OI”®= ON? - NỈ =R TẢ 
Suy ra OÏ = =h không đổi, do đó 7 thuộc 
R3 


đường tròn tâm @ bán kính bằng ——— 2 


Hình 59 


Đảo lại với mỗi điểm ï trên đường tròn đó ta 
kẻ dây cung NP của (Ó) vuông góc với Óï thì NP = 2NI = R. 
R 


Ta có sinNMP = 2E = 5 . Góc WMP có thể bằng 30° hoặc 150”. Dễ thấy 


_NMP = 30° khi và chỉ khi O, M ở về một phía của WP hay ï nằm trên 


R43 


cung lớn EF của đường tròn É sẽ] (E, F là hai tiếp điểm của hai tiếp 


tuyến kẻ từ Ä⁄ tới đường tròn l2 xế) 


Vậy quỹ tích của ï là cung lớn EÈ. 
b) Diện tích tam giác MNP là S = 2 MN.MP-sin 309 =a MN.ME. Theo bất 
¬¬ MN? + MPỄ 2 
đẳng thức Cô-si, MN.MP< —; —m mà MN?++ MP2 = 2M + ®~ 
1Í, 2 Z) 
<— — |. (#* 
nên § < tán + Ậ (®) 


83 


67. 


84 


Ta có Mĩ lớn nhất khi M, Ó, ï thằng hàng và Ó nằm giữa M, !. Khi đó ta 
cũng có MN = MP nên (*) xảy ra dấu "=". Vậy Š lớn nhất khi và chỉ khi 
MI lớn nhất hay M, Ó, ï thẳng hàng và ÓØ nằm giữa M, I. 
(h. 60) 
a) Ta có AB' = ABcosA = 2RsinCcosA. 
Trong tam giác ABC” có 

B1C'" — AB' 

sinA_ sinC" 


Nhưng AC = € (do BC/EC là tứ 
B'C'_ AB' 
sinA ˆ sinC” 


Hình 60 


giác nội tiếp), suy ra 


AB'sinA _ 2RsinCŒC cos Asm Á 


ừ đó Œ?= = = 2RsI A. 
Từ đó suy ra #€ | snC" sinC RsinAcosA 


b) Ta có AC = BCA' (do A¡, A” đối xứng với nhau qua 4). 
BCA' = ACP' (do AC'A'C và BC'B'C cùng là tứ giác nội tiếp). 
Suy ra AC = BCA. Vậy A¡, C”, B' thẳng hàng và AC” = A'C”. 
Tương tự cũng có C7, B', A› thẳng hàng và BA; = B“A.. 
Do đó, chu vỉ tam giác A'#C' bằng A'C'+ CB' + BÁ' =AiC +CB + BAy=AiAy 
c) Do A¡ và A“ đối xứng nhau qua AB nên ÁAÁ¡ = AA, 2,AB = BẠA' ; 
As và A' đối xứng nhau qua ÁC nên ÁA; = AA”, AAC = CAA,. 
Do đó tam giác AÁ¡4; là tam giác cân có góc ở đỉnh AIAA; =2A. Kẻ AK 
vuông góc với Á¡4a, ta có 

A14; = 2A+1K = 2AA¡sinA = 2AA sinA = 2AB sinBsinA 

= 4RsinCsinBsinA. 


Mặt khác theo câu a) : . 
BC +B^A'+ AC” = 2RsinAcosA + 2RsinCcosC + 2RsinBcosB. 
Từ đó suy ra hệ thức cần chứng minh. 


68. (h.61) 
Chọn vị trí C thích hợp trên bờ cách điểm A 
một khoảng bằng ö. 


Sau đó dùng giác kế đo các góc được A= œ,. 
C=y. 
z AB 
Áp d định lí sin : ——— = -— 
PCWnB CAI ĐI" ng C sìngt t4 
tính được : 
_ ACsinC - bsinz 
sinB  sin | s09 -(œ+ 2| 
bsin7 
_ Sin(@+7)' 


69. (h. 62) 
Tính AD và ÁC như bài toán 68 ta được 


asin 8 AC= asm(Ø + 8) 


_sinœ+ø'+Ø)'“” sin(œ+8+/@) 
Sau đó, áp dụng định lí côsin vào tam giác 
ACD ta có : 


CD” = AC” + AD” ~ 2AC. AD cosd'. 
(Có thể dùng bài toán này để xác định 
khoảng cách giữa hai vị trí mà ta không tới 
được, chẳng hạn hai vị trí ở trên không hay Hình 62 
trên biển). 
70. (h. 63) 
SA'#C' = ŠGA'B' † ŠgB'C' † ŠGCA' 


SGẠg: = 2 GA'.GB'.sin(180° -© 


1 : 
2 
Trong tam giác AC, lụ=^, ly“ 2 
" C ' 
sinC =z=: 
si, 4c $?.c? 
Từ đó ta có SoA — 9ab.R 9abc.R` Hình 63 


À/ 


1111 titg 
` 
¬ 
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sa? S?p? 
9abc.R ` `6CA'”9abe.Rˆ 


2 
Suy ra SAgc =g- —n (42 +b? +c`) 


Tương tự, Sœpc:= 


Ta lại có S = và 4ˆ + bˆ + c? = 9(R? — 4”) (theo bài 64) 
2_ 2 " 
— 
4R 


nên SA'BC: = 


71. (h. 64) a) cos(ø + 909) 
= —cos| 180 —(œ + 909) | 


=—COS (902 — Œ) =- sind. 


b) Dễ thấy AE = DI, ¬ 


PBACT" =ÂÄ+900. 
Trong tam giác ABC” ta có : 
BC? =AB? + AC”? -2AB'.AC“.cos BAC” 


2, 2 
=P †€ + bcsinA 
2 . 
2 2 
= b ¬ +25. Hình 64 
2 2 l 2 2 
Tương tự, CA'2 = Ê - +26, AB2_- 2+ 2o 


Từ đó suy ra A“B2 + BC? + CC (A2 = a2 + bỀ + c2 + 68. 
72. Giả sử ABCD là tứ giác nội tiếp với độ dài 
cạnh là z, b, c, đ (h. 65). 
Khi đó 4 +€ = 180° nên sin € = sinA ; 
COSC = — coSA. 


Ta có Š = Sapgp + Scpp 


1.„,. 1 . 
= 3adsin A+>besinC 
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73. 


25 


hay 25 = (ad + be)sỉ InÁ = ———. 
ay (a €)sinẢ, suy ra sinA 2d+be 


- Mặt khác, tam giác ABD có BD? = =4? + ˆ— 2ad. cosA, 


còn tam ác CBD có : BDỶ = bŸ + cˆ — 2becosC = bˆ + cˆ + 2be cosA. 
Suy ra a°+d”—bˆ—c”= = 2(ad + bc)cosA 


a°+d?—b?—c? 
2(aä + bc) 


nên cosA = 
Do cos”A + sin“A = 1 nên 16S” + (ø” + đ” — bˆ— cJ” = 4(ad + be)”. 
Vậy _—-- 
= (2ad + 2b + a” + đ” — bˆ — c(2ad + 2be — a” — đ” + bˆ + c”) 
=l(2 + đˆ~ ( —©}Ÿ].I(b+ ©Ö?—(a—đ] 
_=(a+d+b~e)(a+d~b+e)\(b +e+a =đ)(b+e =a+ 3) 
= (2p - 2c)(2p — 2b)(2p — 24)(2p - 24) 
= lố(p — a)(p ~ b)Œ - c)(p - đ). 
Từ đó ta có Š = \|2 ~ 4\(ÿ = XP =€©\(= 3). 


(h. 66) a) Giả sử tam giác đã cho là ABC có 
AB =AC = b. 


Đặt B = C= ø thì z< 90%. 


Ta có 
sinœ = b nên cosj=cosC= cosøz = ¡—-P” 
_2R SỐ 4R? 
Hình 66 
_ \4R? -b 
s 2R ` 


AB? + AC? - BC” _ 2b” —4b”cos°ơ 
2AB.AC s 2pˆ2 


° 2 2 _ ¬p2. 
= "“.ˆ... 5=. 
4R 2R 


Ta lại có cosA = 


§7 
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b) Diện tích tam giác là 


2R 


b3|4R2—0? 
S= Tp Aj[=} 2bcosø.bsinz=b2 sin#C€O0S# Z= ———————. 
2 2 4R? 
¬ \J4R2 —b2 - 
Cu vi tam giác là 2p = 2b + 2b_———~———. 


S b2 \|4R2—~b2- 


Bán kính đường tròn nội tiếp tam giác là r=— =——————————~ 


P 2R[2R+-|4R2-bˆ) 
c) Ta phải tìm b để y= b”.|4R2 -b? đạt GTLN. 


bŸ b? bŸ 
Viết lại y = 33 nh: 4#? —b”). Khi đó coi biểu thức trong căn. 


là tích của bốn thừa số mà tổng của chúng bằng 4R” không đổi nên y đạt 
2 


GTLN khi và chỉ khi == 4R2 — bˆ hay bŸ = 3R” hay b=R^l3.. 
Khi đó sinz = Rh = 3 => z= 607, ta được tam giác ABC là tam giác đều.. 


Gọi Q, R, P là các tiếp điểm của đường tròn bàng tiếp (7, r„) lần lượt với . 
các đường thẳng BC, CA, AB (h. 67) thì : 


Hình 67 ' 


SyAg = 2AB.JP = ca 
SJC = SAC.JR = =, 
1 đr 
S7BC = 2Pc⁄o = .x 
Ta có 
Š = Sjap + SjAc — ŠJpc 
b+c~a 
= ——Z—— Tạ 
a+b+c-2a 
=——————ạ- 


Vậy S=(p- 4).r„ 


4 ` 5 
75. Từ bài 74 (chương ID, suy ra r„ = ?-a. ` tương tự ?, — h 


S Fá NV v2 “ d La z éN Huị M_v 
t„ = pm Mặt khác, từ công thức tính diện tích ta có r = —. Từ giả thiết 


š|ta 


1 1 1 + 1 —- a._ — 2p-(b+c) 
p—a p p-b p-c p(p-d) (p-b\(p-c) 

Vì 2p — (b +c)= a, suy ra p(p — a) = (p - b)(p - c). 
—“—-. 
= 2be = (b + e)”— 4” => bˆ+c?~aˆ°=0., 

=4 ?=bˆ +. 

Theo định lí Py-ta-go ta có A = 909, 
76. a) (h. 68) Gọi ï là trung điểm của BC và G là 
trọng tân của tam giác ABC thì 


pa = p(b + e) - be — be = p(b + c — a) = 


SAgc _ Al 
-ABC _ — _—3,Vậv§=3 . 
Sạc GĨ 3. Vậy 5 = 3Scpc 


Lấy D là điểm đối xứng với G qua ï ta được 
hình bình hành BGCD, do đó : p C 
1 
SGBC = SgGD = 25ŠBGCD- s 5 
Vậy SApc = 35pœp- Hình 68 
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Tam giác 8ŒD có độ dài ba cạnh bằng 10, 12, 18 nên : 


Spợp = x/20.(20 — 10).(20 — 12)(0 - 18) 


= 420.10.8.2 = 404/2. 
Vậy S= 120/2. 
b) Giả sử m„ = 15, my = 18, m„ = 27. Ta có : 
: | 
2 ¬ lóiÊP 
b“ˆ +c“ = 2m7 + 2 
2. 2 2b? 2,2, 2_ 4 2. 2 2 
cˆ+a“ =2m; tS nã dạ +b+c = 3H + mỹ + m) = 1704. 
| 
„.e _. 
a“ˆ + b“ˆ =.2mˆ + 2. 
N— 2_ 2_ 4( 2 2 
Ta lại có bˆ-a= sim ~ mộ ) = ~132, 
b?—c2 =3 (nộ ~ mặ) = 540. 
Từ đó ta tính được b = 8V11, ø = 24209, c = 241. 
44. ° _ ^ 0 _ ca4O 
a)b=anên A=B= mẽ. nà 
2 VD 
| mỉ x—. 
AB=c= 24.sin =2.6,3.sin27 x 5,72. 
b) c7Ở=72+ 237 - 2.7.23.cos130° 
~ 578 ~ 322.(- 0,6428) = 785. 
Vậy c ~ 28. 
_ Học sinh tự tính các góc A, Ö. 
a) C = 180° ~ (A + B) = 809, 
¬.—...... _ œsinA _ 73 
“SE SG "EmØđ BA?” BRỢ annP” 99M 
1 1 ö 
= T'nG _ 14sim40 > 914. 
snC „ sin80° 
b) Â =20%; a= ÊS"Â „2soọg, g- CSIRB 1a a2 


2. 2_ 2 R 
79, a) cosAÁ= —= + 0/7333; A x 42950'. 


2, 2 _— „2 R 
cosbð=S *€ “# „04857;  ~60°56'. 
2ac : 
€ =180° ~ (Â + B) ~ 76°14'. 
b) cosÁ =0,5755;. Ä ~54952, 
cosÐ =0,0998; — 8 ~84°16. 
 >40°52'. | 
80. 4BC = 30°; ACB = 120° => Â = 30%. 
Từ đó suy ra AC = CB = 100 > AH = AC.sinACH = 50. 
Chiều cao của ngọn đồi là 50 mét. 
§1. Trọng lực P được phân tích thành hai lực CM › CN dọc theo hai đoạn 
đây. Lực căng lên mỗi dây sẽ là : 
|CwÏ = ÌP|.cos45° = 50/2) 


|CNI = ÌP|.cos60° = 50(N). 


EÏÌBài tập ôn tập chương II 
3/2 543 63 _„_ 11/3 +32 
mm... 


82. A=l-=+2-- 2 


3 3 
B=S-l-4+5 =5: 


83. (h.69) cos(A4B, AC) = cos60° = 2. 


2 
cos(4B, BC) = cos120° = T5: 
¬. 3 
cos(B/, BC) = cos30 = ¬ 
⁄3 


cos(AB, B)) = cos 150” =—— 


cos(B7, CI) = cos120° = ¬g: Hình 69 
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84. (h. 70) Xét tam giác ABC cân đỉnh A có góc ở đáy bằng ø, AH là đường cao. 
Ta có : 
l A 

s= 2C.AH = BH.AH, 


§= 2.AB.AC.sin(1800 — 2Ø) 
= 2.AB.AC.sin2d. 


Từ đó AB.AC.sin2œ = 2BH.AH, 


SUY Ta sin2œ = 2e = 2cosz.sin ø. | Hình 70 


85. (h.71) 


a) Giả sử CN = nCA = nẩ. Khi đó ta có : Hình 71 


MB =CD~ €M = ä + Š và ND = CB ~CN =(1~ nộ +. 


, ¬ 


Suy Ta : MD.ND = : + ¡|0 — n)đ + 5| 


-2 
=(1-n)ä? _. 3)a8 


=1-g+lL„3-"_3-ð5" 
s 2-4. 4 


Để tam giác MDN vuông tại D ta phải có MD.ND =0 hay n= s: 


Vậy CN = sả. | 
Để tính diện tích tam giác MDN, ta tính bình phương độ dài hai cạnh MD 
và ND: 


9 


b) Giả sử CẺ = pCẢ = pä. Ta có MP = CP ~ CM = pä - 2B. 


la Tnaz. la. P|Ì  „ bÌ 1 1p 5p-2 
Khi46; MỖ MP =|ä | 2)" T PP tương 


Để tam giác PMD vuông tại M ta phải có MD.MP =0 hay p = s: tức 


CP = Sả.. 
2 (2. BỶ 4 1 1 21 
ca 2 _— ¬znp“_  < _ 4 1 I1 21. 
Khi đó MP“ = MP -[h ; 2512 5 = 10Ộ 
Vậy 8„„ 1,217 _743 
*Ÿ °PMD — 24100'4 40 ` 
c) Theo trên, ta có MỸ = 2” — 2, PD = CD - CP=ä+b~ =S +b. 
„ _maz._ 41 1 21 =2_9 3. 40- 
BồIvậy: MP =z ty s=Tpg!D =2s†l1s=2e; 
ME.PD-=-6+1_ 3 _1__ 21 


— 25 5 20 2 100' 
Gọi ø là góc hợp bởi hai đường thẳng MP và PD, ta có : 


¬ |MP.Pn] J#Ì- 2 — 621 
vn T0: hop: 18-3 “TA. 


a x3 20/3 
§6. 4) 2R = TT =10:-— =<T— 
¬ R- 10), 
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b) Gọi M, N, P lần lượt là các tiếp điểm của BC, CA và AB với đường tròn 
nội tiếp tam giác ABC (h. 72). 
Ta có AP = AN = r.cot30” = 5. 
BP + NC = BM + MC = a = I0. 
Từ đó ta có : 
(b~ AN) + (e ~ ÁP) = 10 

hay b+c=20. @) 
Theo định lí côsin : 

a?=b”+ c?~ 2bccos60° 
hay đ” = (b + e)” ~ 2be — be, 
Suy ra be ..U cac 
do đó bc = 100. (2) 


Từ (1) và (2) suy ra b, c là nghiệm của phương trình bậc hai x” - 20x + 100 =0, 
Phương trình này có nghiệm kép b = c = 10 nên ABC là tam giác đều. 


a) Ta chỉ phải tìm độ đài cạnh BC. 
Áp dụng định lí côsin 

BC” = 107 + 4” — 2.10.4.cos60° = 76. 
Suy ra BC x 8,72. 
Chu vi tam giác 2p ~ 10 + 4 + 8,72 x 22,72. 
b) (h. 73) 
Kẻ đường cao BH ta có 

AH = AB.cos60°= 5, 

suy ra HŒ = 5 — 4= 1. 
BH = AB:sin60° = 5-3. 


 ... 
tanC = -tan BCH = —T.- = —5.3. 


Hình 73 


88. 


c)(h.74) - 
Để BE là tiếp tuyến của đường tròn (ADE). 
phải có BE? = BA.BD = 10(10 + 6) = 160. Ta 
có AE = x, áp dụng định lí côsin cho tam giác 
ABE : BE? = x? + 100 — 10x. ˆ | 
Từ đó dẫn đến phương trình 

x” — 10x + 100 = 160 
hay x” - 10x - 60 = 0, phương trình này có 
một nghiệm dương là x= 5+ 485. Vậy 
điểm E cần tìm là điểm trên tia AC và cách A một khoảng bằng 5 + 2/85. 


- Hình 74 


(h. 75) 
a) Theo định lí sin, trong tam giác ABD :' 
BD _—_ AD da) 
sinø_ sin(B _— ø)” 
trong tam giác BC) :- 
CD —_ BD '@) 
sinø  sin(Œ - ø)' Hình 75 
trong tam giác ACD : 
AD — CD 
sinø — sin(A - ø)' 
AD.BD.CD AD.BD.CD 


Từ đó ta có : =———ˆ~ <“=.= ——,S 
: sin? ø sin(A — ø).sin(B — ø).sin(C = Ø) 


Suy ra đẳng thức cần chứng minh. | 
b) Áp dụng định lí côsin vào tam giác DAB, ta có 
BD” = AB” + AD? - 2AB.AD.cosợ. 


Mặt khác, 3 AB.AD.sing = SABp- 
Từ đó suy ra BDˆ = AB? + AD” ~ 4Šp¿p.cotø. 
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Tương tự: CD”= BC” + BD” ~ 4Sppgc.cot2;. 
AD? = AC” + CD - 4Spca.cotø. 


Cộng theo vế rồi biến đổi với chú ý rằng tổng diện tích ba tam giác nhỏ 
bằng diện tích Š của tam giác ABC, ta được : 


otØ= a2? +bˆ+c? —— đỄ + vn 
U46 ah 
2 2 2 
Theo bài 58 (chương II) cotA + cotB + cotC = ——“R 


Từ đó suy ra đẳng thức cần chứng minh. 


A'B'.BC'C'A' 
(h.76)Sgc= “Tag 
AB.BC.CA 
SABC = —aR ` 
Suy ra SAgC. ,A'B.BC CÁ 


Spc — AB.BC.CA - 
Ta lại có AMAB œ AMB/A' nên 


A'B'_ MA' _ MA.MA' 
AB MB MA.MB 


Do MA.MA' = luoI =R?— MO? Hành 76 
nên AB = R - MO? 
AB MAMB ` 
L \ 2 — 2 1 1 2 _ 2 
Tương tự BC _R MÔ, CA _# -_MO— (**#) 
BC  MB.MC ` CA MCMA - 


Thay (**) vào (*) ta được điều phải chứng minh. 

(h. 77) a) Kẻ hai tiếp tuyến của (Ê tại B và C, chúng cắt nhau ở ï. Khi đó 
dễ thấy đường tròn tâm / bán kính r = !B = /C thoả mãn yêu cầu. 

b) Kẻ đường thẳng OM, nó cắt đường tròn (!) ở N (N # MỊ), ta có 
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Từ đó ta có OM.(OM + MN) = RỀ, 
SUY ra OM? ~ MG.MN = K?, 
hay MO.MN = OM? - R2 

= Z8) = MB.MB'. 
Vậy N, B, Ó, B cùng thuộc một 
đường tròn, suy ra NOB' = NBM. 


Tương tự ta có N, Œ, Ó, Cˆ cùng 
thuộc một đường tròn, suy ra 


NOC' = NCM. 
Do tứ giác NBMC nội tiếp nên NBM + NCM = 1809. 
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Từ đó ta có NOB' + NÓC' = 1800. Vậy ba điểm O, 8”, C” thắng hàng hay 
BC: là đường kính của đường tròn (9. 
(h. 78) 
a) Lấy điểm H) đối xứng với H qua A hay A'H = - A'HI. 
Khi đó BH,C = BHC = B'HC' = 1809 - Â. 
Suy ra ABH¡C là tứ giác nội tiếp, do đó 
A'B.A'C = A'HỊ.A'A =-—A'H.A'A. 
b) Đường tròn ( và đường 


tròn tâm ï đường kính HA có 
BC' là trục đẳng phương. Kẻ 


tiếp tuyến của (# tại J cất 
đường thẳng ÖC ở K thì 

2 ——¬ —— 
KJˆ= KB.KC = đ§y¿y. 
Ta hãy tính phương tích của K 
đối với đường tròn tâm ï : 


2 
2 ANH 
4, =kn= (20 
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=. 
=—. : 
=KA ”+ A'i (5 


ï#x.,ẽ .. 6. 
`. =“= #2] 
= “`... 


=KA'” + A'H.A'A 
Theo câu a), Ä`M.Ä"'A =>A'B.A'C: Mặt khác ta có BJC = 9° (góc nội 
tiếp chắn nửa đường tròn) và /A'L 8C nên A7” = ~A'B. A'C. 
Vậy '/n =KA”“+Ad2? = KJ” = 'ưe› suy ra K thuộc trục đẳng phương 
BC”. Vậy ba đường thẳng BC, BC” và tiếp tuyến tại J của (ØỘ đồng quy. 
ởK. | _ 


-_ Các bài tập trắc nghiệm chương II 


1.(D) 2,(A) _ 3. (A) 4. (C) 
3. (D) 6. (B) 7. (C §. (C) 
9. (B) 10. (©). 
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hương J///ˆ PHƯƠNG PHÁP TUẠ Bộ 
TR0NG MẶT PHẲNG 


A. CÁC KIẾN THỨC CØ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 


§1. Phương trình tổng quót của đường thẳng 


|- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1.e Phương trình tổng quát của đường thẳng có dạng ax + by + c =0 (a“+b z0); 
ñ = (a; b) là một vectơ pháp tuyến. 
Đặc biệt : 
— Khi b =0 thì đường thẳng ax + c = 0 song song hoặc trùng với Óy (h. 794); 
— Khi a=0 thì đường thẳng by + c =0 song song hoặc trùng với Ox (h. 79b); 
— Khi c = 0 thì đường thẳng ax + by = 0 đi qua gốc toạ độ (h. 79c). 
e Đường thẳng đi qua MỌw: yọ) và nhận ñ = (a; b) làm vectơ pháp tuyến có 
phương trình 

a(x — xọ) + by - yọạ) =0. 
2. Đường thẳng cắt trục Ox tại A(a ; 0) và Oy tại B(0 ; b) (a và b khác 0) có 
phương trình theo đoạn chắn P + ñ =1 (h.80). 
3. ® Phương trình đường thẳng theo hệ số góc có dạng y = kx +Ð, trong đó 
k= tanơ với œ là góc giữa tia Mt (phần của đường thẳng nằm phía trên O*) 
với tia Mx (h. 81). 
e Đường thẳng qua Mạ: yọ) và có hệ số góc là k thì có phương trình : 


y—ÿyọ = kŒ - Xọ). 


M M M 
f 
lổ) xỌO X O X ơŒ 
Ø@l° w`ề * 
a) b) c) 
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4. Vị trí tương đối của hai đường thẳng 

Cho hai đường thẳng A : aix + Pịy +c¡=0 và As: a¿x + bạy + cạ= 0. 
at Đị 
đ bạ 


_ lÐ € 


cị 4 " 
Đặt D= vV= = . Khi đó 


l 


b Cạ 
Aicắt A; © Dz0; 
Ai/As 6 D=0và D,#+0 Goặc D, #0); 
Ai =Á; @ D=D,=D,=0. 

Đặc biệt khi a›, bạ, cạ khác 0 thì: 


C2 đ› 


bị a b lạ 
A ẤLÁ; Cá mac ` Ai/As-=L=-Lự-—L; 
¡ Cât Ã2 bẹ ¡A2 đa bọ C 
¬—. 
A..- 
li - ĐỀ BÀI 


Viết phương trình các đường cao của tam giác ABC biết A(-l1 ; 2), 
B@; -4), C(1 ; 0). 

Viết phương trình các đường trung trực của tam giác ABC biết M(-I] ; l), 
N(I ; 9), P(9 ; 1) là các trung điểm của ba cạnh tam giác. 
Cho đường thẳng A : ax + by + c=0. Viết phương trình đường thẳng A' đối 
xứng với đường thẳng A : 

a) Qua trục hoành; — b) Qua trục tung ; c) Qua gốc toa độ. 

Cho điểm A(1; 3) và đường thẳng A : x—2y+ ]1=0. Viết phương trình 
đường thẳng đối xứng với A qua A. 

Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng sau : 

a) đị:2x—-5y+6=0 và d;:-v+y-3=0; 

b) đị:-3x+2y—7=0 và d;:6x-4y—7=0; 


_e) đị:A2x+y-3=0 và d;:2x+A2y-34/2 =0; 


100 


đ) đị:ỨứnT 1)x+ my + [=0 và d;:2yx+y—4=0. 

Biện luận vị trí tương đối của hai đường thẳng sau theo tham SỐ 7n 
Ai:4x—my+4-m=0; 
A+: (2m + 6)x + y— 2m —] =0. 


19. 


11. 


12. 


13. 


Cho điểm A(-I ; 3) và đường thẳng A có phương trình x - 2y + 2 = 0. 
Dựng hình vuông ABCD sao cho hai đỉnh B, C nằm trên A và các toạ độ 
của đỉnh Œ đều dương. 


a) Tìm toạ độ các đỉnh 8,C, D; 

b) Tính chu vi và diện tích của hình vuông ABCD. 

Chứng minh rằng diện tích S của tam giác tạo bởi đường thẳng A : ax + by+ =0 
2 


(a, b, c khác 0) với các trục toạ độ được tính bởi công thức : § = in 
a 


._ Lập phương trình đường thẳng A đi qua P(6 ; 4) và tạo với hai trục toạ độ 


một tam giác có diện tích bằng 2. 
Lập phương trình đường thẳng A đi qua QQÓ ; 3) và cắt các tia Óx, Óy tại 
hai điểm M, N khác điểm Ó sao cho OM + ON nhỏ nhất. 


Cho điểm M(z ; b) với a >0, b > 0. Viết phương trình đường thẳng qua M 
và cắt các tia Óx, Óy lần lượt tại A, 8 sao cho tam giác Ó4ð có diện tích 
nhỏ nhất. 


Cho hai đường thẳng đ; : 2x T— yT— 2 =0, đ; : x+ y + 3 =0 và điểm M(3 : 0). 
a) Tìm toạ độ giao điểm của đi và đ;. 

b) Viết phương trình đường thẳng A đi qua M, cắt đ¡ và đ; lần lượt tại điểm 
A và B sao cho M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 


Cho tam giác ABC có A(0; 0), B(2; 4), C(6 ; 0) và các điểm : M trên cạnh 
AB, N trên cạnh 8Œ, P và Ó trên cạnh ÁC sao cho MNỢP là hình vuông. 


Tìm toạ độ các điểm M, N,P, Q. 


§2. Phương trình tham số của đường thẳng 


I~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Đường thẳng đi qua điển MQsọ: yọ) và nhận ủ(a; b) làm vectơ chỉ phương 
XI = xg +đf 


có phương trình tham số : 


I0OI 


2. Đường thẳng đi qua điển MQq; yọ) và nhận (4; b) (a và b khác 0) làm 
vectơ chỉ phương có phương trình chính tắc : *~”9 - —, 


Chú ý. Khi a = 0 hoặc b = 0 thì đường thẳng không có phương trình chính tắc. 


I~ ĐỀ BÀI 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Viết phương trình tổng quát của các đường thẳng sau 
x=l-2t =2+/ x=-3 -Íx=-2-3/ 
a) ; b)ệc ; C) ; — đ) 
y=3+í y=-2-f y=6-2/ y=4 
Viết phương trình tham số của các đường thẳng sau 


a)3x—y-2=0, b)-2x+y+3=0; €)xe—1=0; d)y-6=0. 
Lập phương trình tham số và phương trình chính tắc (nếu có) của đường 
thẳng đ trong mỗi trường hợp sau 

a) đ đi qua Á(—1 ; 2) và song song với đường thẳng 5x + 1 = 0; 

b) đ đi qua 8Œ ; —5) và vuông góc với đường thẳng x + 3y — 6 =0; 

c) đ đi qua C(-2 ; 3) và có hệ số góc & = -3; 

đ) đ đi qua hai điểm M3 ; 6) và NG ; —3). 


V : 
 =ờ + y=y; +đF'. 


+ Xx =x*; +đí = +c£` 
Cho hai đường thẳng đ,, : | àdh: Ì ”.. 
(x¡. x¿, yị , y; là các hằng số). Tìm điều kiện của 2, b, c, đ để hai đường 
thẳng đivà đ› : l l 
a) Cất nhau; b) Song song; c) Trùng nhau; đ) Vuông góc với nhau. 
Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau và tìm toạ độ giao điểm 
của chúng (nếu có) : 


19. 


20 


21. 


22. 


23. 


25. 


: x w 
. Cho hai đường thẳng A: | và A | 
y=l+t. y=f. 


đ)Ar: — = ———— và A2: 


Cho hai đường thẳng 
x=2-3i =-l[- 2t 
đi: và đ; : : h 
y=l+í y=3-Ff' 
a) Tìm toạ độ giao điểm M của đi và đ›. | 
b) Viết phương trình tham số và phương trình tổng quát của : 
— Đường thẳng đi qua M và vuông góc với đ\; 
— Đường thẳng đi qua M và vuông góc với đ;¿. 
_2 


2 — — 2t 2 
. Cho đường thẳng A : D) và điểm M(3; 1). 


y=l+2i 
a) Tìm điểm A trên A sao cho A cách M một khoảng bằng 13. 
b) Tìm điểm B trên A sao cho đoạn MB ngắn nhất. 


Một cạnh tam giác có trung điểm là M⁄(—1 ; 1). Hai cạnh kia nằm trên các 


2 — 2 —Í 2 
đường thắng 2x + 6y + 3 = 0 và D . Lập phương trình đường thăng 
=í 
chứa cạnh thứ ba của tam giác. 


Cho tam giác ABC có phương trình cạnh BC là — = x3, phương trình 


các đường trung tuyến BM và CN lần lượt là 3x + y— 7 = 0 và x + y— 5 =0. Viết 
phương trình các đường thẳng chứa các cạnh Að, AC. 
Lập phương trình các đường thẳng chứa bốn cạnh của hình vuông ABCĐD 
x=-l+2i 
biết đỉnh A(—] ; 2) và phương trình của một đường chéo là | 2 
y =-~2I. 


= -2t x=-2-f 
Viết phương trình đường thẳng đối xứng với A' qua A. 
x=l+í 


Cho hai điểm A(—1; 2), 8Q ; 1) và đường thẳng A : | " 
y= . 
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Tìm toạ độ điểm C trên A sao cho : 
a) Tam giác ABC cân. 
b) Tam giác ABC đều. 


§3. Khoảng cách và góc 


|~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN | 
1. Khoảng cách từ điểm MQq; yọ) đến đường thẳng A : ax+ by +c= 0 được 
tính theo công thức 

|axo + Đya + d 

2. Cho hai điểm M(: yụ), NŒN; yN) và đường thẳng A : ax+ by+c=0. Khi đó 


M và N nằm cùng phía đối với A <® (axw + by + €)(axy + byy+c)>0; 


d(M; A)= 


M và N nằm khác phía đối với A © (axw + by + €)(axwy + byy + €) <0. 
3. Cho hai đường thẳng A4 : aix + bịy + c¡= Ö và A› : aax + bạy + cạ = Ô. Khi đó 
® Phương trình hai đường phân giác của các góc tạo bởi Ai và A2 là 


đ¡x + ñịy + C _ „43x + ñay + 


Nn + b N: + bộ 
e Góc giữa A và A› được xác định bởi công thức 


z4; + bịbạ| 


2 2 L2 2ˆ 
Nai + bí 4|a2 + b 


coS(A¡, A2) = 
e Ai LA¿ ai; + bịb; =0. 
II- ĐỀ BÀI 
26. Cho tam giác ABC với A = (-l ; 0), 8B = (2; 3), C = (3 ; —6) và đường 
thẳng A: x—2y-3=0. 


a) Xét xem đường thẳng A cắt cạnh nào của tam giác. 


b) Tìm điểm M trên A sao cho |MA + MB + MC| nhỏ nhất. 
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21. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Cho ba điểm A(2 ; 0), 8(4; 1), C1; 2) 

a) Chứng minh rằng A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 

b) Viết phương trình đường phân giác trong của góc A. 

c) Tìm toạ độ tâm 7 của đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

Tìm các góc của một tam giác biết phương trình các cạnh tam giác đó là : 
x+2y=0;2x+y=0Ô0; x+y=l. 

Cho điểm A = (—1 ; 2) và đường thẳng A : D) 5 "` ⁄ 

Tính khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng A. Từ đó suy ra diện tích của 

hình tròn tâm A tiếp xúc với A. 

Với điều kiện nào thì các điểm Mx ; yị) và NÓ; ; y2) đối xứng với nhau 

qua đường thẳng A : ax + by+c=02 


- Biết các cạnh của tam giác ABC có phương trình : 


AB:x-y+4=0; BC: 3x+5y+4=0; AC: 7x+y-12=0. 
a) Viết phương trình đường phân giác trong của góc A ; 
b) Không dùng hình vẽ, hãy cho biết gốc toạ độ Ó nằm trong hay nằm 
ngoài tam giác ABC. 
Viết phương trình đường thẳng 
a) Qua A(—2 ; 0) và tạo với đường thẳng đ :x + 3y —3 = 0 một góc 45” ; 
` Z; ` 2 x=2+3i ⁄ o 
b) Qua Ö(-1 ; 2) và tạo với đường thăng đ : 2 một góc 60”. 


x=2+i 


Xác định các giá trị của a để góc tạo bởi hai đường thẳng 1—2: 
y=lìl- 


và 3x + 4y + 12 = 0 bằng 45°. 

a) Cho hai điểm A(1 ; 1) và B@ ; 6). Viết phương trình đường thẳng đi qua 
A và cách B một khoảng bằng 2. 

b) Cho đường thẳng đ có phương trình 8x — 6y - 5 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng A song song với đ và cách đ một khoảng bằng 5. 

Cho ba điểm A(I ; 1), B(2 ; 0), C@ ; 4). Viết phương trình đường thẳng đi qua 
A và cách đều hai điểm B, C. 
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36. a) Cho tam giác ABC cân tại A, biết phương trình các đường thẳng 4Ö, BC 


37, 


38. 


39. 


40. 


41. 


lần lượt là x + 2y — 1 = 0 và 3x — y + 5 =0. Viết phương trình đường thẳng 


AC biết rằng đường thẳng AC đi qua điểm M(1 ; —3). 


b) Cho hai đường thẳng A¡ : 2x - y+5=0, A;: 3x + 6y ". =0 và điểm 
Mí(2 ; —1). Viết phương trình đường thẳng A đi qua M và tạo với hai đường 
thẳng A¡, Az một tam giác cân có đỉnh là giao điểm của A¡ và A¿. 

Cho hai đường thẳng song song A; :ax + by+c=0 và A; : ax + by+đ =0. 
Chứng minh rằng 


b) Phương trình đường thẳng song song và cách đều A¡ và Aa có dạng 


c+d 


ax + by + =0. 


Áp dụng. Cho hai đường thẳng song song có phương trình —3x + 4y —10 =0 
và -3x + 4y + 1 =0. Hãy lập phương trình đường thẳng song song và cách 
đều hai đường thẳng trên. 

Cho hình vuông có đỉnh A = (-4 ; 5) và một đường chéo nằm trên đường 
thằng có phương trình 7x - y + 8 = 0. Lập phương trình các đường thẳng 
chứa các cạnh và đường chéo thứ hai của hình vuông. 


Cho tam giác ABC có đỉnh A = l§: š 


góc ð và C lần lượt có phương trình x — 2y —1 = 0 và x + 3y —1 =0. Viết 
phương trình cạnh 8C của tam giác. 


Cho hai điểm PQ; 6), Q(-3 ; -4) và đường thẳng A: 2x-y-l1=0. 
a) Tìm toạ độ điểm Ä trên A sao cho MP + MO nhỏ nhất ; 
b) Tìm toạ độ điểm N trên A sao cho |NP — NỌ| lớn nhất. 


} Hai đường phân giác trong của 


Cho đường thẳng Am: ứm T— 2)x + (m— 1)y + 2m — 1 = 0 và hai điểm A(2 ; 3), 
B(1;0). 


a) Chứng minh rằng A„„ luôn đi qua một điểm cố định với mọi ? ; 
b) Xác định m để A„„ có ít nhất một điểm chung với đoạn thẳng AB ; 


c) Tìm để khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng A„„ là lớn nhất. 
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§4. Đường tròn 


¡— CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


T1. e Phương trình đường tròn tâm l(a; b), bán kính R có dạng : 
— 4) +(y— b)` = RẺ 
hay dạng khai triển : 


x7+yˆ“— 2ax - 2by + c=0 với c=a“+bˆ— RẺ. Hình 82 


e Phương trình x” + y` — 2ax — 2by +c =0 với điều kiện aˆ + bˆ ~ c >0, là 
phương trình đường tròn tâm l{a; b), bán kính R= va? + bỀ — c (h. 82). 
2. Cho đường tròn ( fŸƒtâmI(a ; b), bán kính R và đường thẳng A : œx+ y+y =0. 


° |za + Øb + 7| _ 


A tiếp xúc với (fƒ ©œ d(1; A) = R R. 


II- ĐỀ BÀI 

42. Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của các đường tròn sau 
a)(x+4)+(y— 2) =7; đ)x” + y — 10x— 10y= 55; 
b) &— 5)+ (y+ 7= 15; e)x7°+y +8x—-6y+8=0; 
c)x”+yˆ“- 6x~ 4y = 36 ; Ð+x”“+y + 4x + 10y + 15 =0. 

43. Viết phương trình đường tròn đường kính A8 trong các trường hợp sau 
4)AŒ; 3); B8; 7); b) A(3 ; 2) ; BỨ ; -4). 


44. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC biết A = (1 ; 3), B = (5; 6), 
C=(7;0). 

45. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC biết phương trình các 
cạnh AB: 3x+4y-6=0; AC:4x+3y-l=0; BC:y=0. 

46. Biện luận theo ø vị trí tương đối của đường thẳng A„ : x — my + 2m + 3 =0 
và đường tròn (@ :x2+yˆ+2x—2y—2=0. 

47. Cho ba điểm A(-1; 0), 8(2; 4), C(4; l). 
a) Chứng minh rằng tập hợp các điểm Ä⁄ thoả mãn 3MA” + MB? = 2MC” là 
một đường tròn (. Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của (%. 
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48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


33. 


54. 


5. 
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b) Một đường thẳng A thay đổi đi qua A cắt (ẾỘ tại M và N. Hãy viết 
phương trình của A sao cho đoạn ÄN ngắn nhất. 

Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với các trục toạ độ và 

a) Đi qua A(2 ; —l) ; 

b) Có tâm thuộc đường thẳng 3x — 5y — 8 = 0. 

Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với trục hoành tại điểm A(6 ; 0) và 
đi qua điểm ö(9 ; 9). 


Viết phương trình đường tròn đi qua hai điểm A(—1 ; 0), B(1 ; 2) và tiếp 

xúc với đường thẳng x - y— 1 = 0. 

Viết phương trình đường thẳng A tiếp xúc với đường tròn. (€ tại A e (Ó 

trong mỗi trường hợp sau rồi sau đó vẽ A và (@ trên cùng hệ trục toa độ 

a) ( :x”+y“=25,A;4); d) (|: x7 +y”= 80, A(—4 ; —8) ; 

b) (@: xŸ+ y” = 100, A8; 6); e) |: x— 3)” + (+ 4)” = 169, A(8 ; —16); 

c) (:x” + yˆ= 50, A(5;~5); Ð (): œ+ 5)” + (y— 9)” = 289, A(—13 ; ~6). 

Cho đường tròn (6Ö : (x - a)” + (y - b)” = RP và điểm Mọạ@xạ ; yọ) e (9. 

Chứng minh rằng tiếp tuyến A của đường tròn (SỐ tại Mạ có phương trình : 
(*ọ — 4)(x ~ đ) + (yọ — ð)@ — b) = 

Cho đường tròn (Š : x” + y” - 2x + 6y + 5 = 0 và đường thẳng ở: 

2x+y— 1=0. Viết phương trình tiếp tuyến A của (#Ô, biết A song song 

với đ ; Tìm toạ độ tiếp điểm. 


Cho đường tròn (Ô: x +y? —6x+2y+6=0và điểm 4q; 3). 
a) Chứng minh rằng A ở ngoài đường tròn ; 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của (€ kẻ từ A ; 

c) Gọi T¡, T; là các tiếp điểm ở câu b), tính diện tích tam giác AT;1›. 

Cho đường tròn (9 có phương trình x” + yˆ + 4x + 4y -17 = 0. Viết 
phương trình tiếp tuyến A của (#Ố trong mỗi trường hợp sau 

a) A tiếp xúc với (SỞ tại M(2; 1); 


b) A vuông góc với đường thẳng ở: 3x — 4y +I =0; 
c) A đi qua A(2 ; 6). 


56. 


1. 


58. 


Cho hai đường tròn 

(J):x”+y”— 4x— 8y + 11 =0 và (2):x7+y“—2x—2y—2=0. 
a) Xét vị trí tương đối của (1) và (4). 
b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của (4) và (%2). 


Cho ø điểm Ai(xi; yị), A2Œ¿; y2),..., „xạ; y„) và n + 1 số : kị, kạ,..., kạ, k 


thoả mãn kị + k; +... + k„ 0. Tìm tập hợp các điểm M sao cho 


kịMA? + kạMA? +... + k„MA? = k. 


H? 


Cho đường cong („) có phương trình : 

x” +y” + ứn + 2)x ~ (m + 4)y + m + 1= 0. 
a) Chứng minh rằng (%2) luôn là đường tròn với mọi giá trị của m. 
b) Tìm tập hợp tâm các đường tròn ( ,„) khi im thay đổi. 


c) Chứng minh rằng khi m thay đổi, họ các đường tròn (%„) luôn đi qua 
hai điểm cố định. 
d) Tìm những điểm trong mặt phẳng toạ độ mà họ () không đi qua dù ? 
lấy bất cứ giá trị nào. 


§5. Đường elip 


|~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Định nghĩa. Cho hai điểm cố định Fì, Fạ với F\F¿ = 2c (c > 0) và số2a (a > c). 
Elip (E) là tập hợp các điểm M sao cho MF\ + ME; = 2a. 

(E) ={M : MR + MF; = 2a}... 
Fị, F¿ gọi là các tiêu điểm, khoảng cách F\Fa = 2c gọi là tiêu cự của (E). 

2.2 
2. Phương trình chính tắc của elip : “> + 2 =1(a>b>0) (h. 83). 
4 

a? = b2 +c? ; O là tâm đối xứng ; Óx, Óy là các trục đối xứng. 


109 


Trục lớn AIA¿= 2a nằm trên Ox; 
Trục bé B\B„, = 2b nằm trên Oy; 


Các đỉnh : Ai(Ca; 0), As(a; 0), Bị(0 ; —b), Bạ(0; b); 


Hai tiêu điểm : Fq(c;0), Fạ(c; 0); 
2 - C | 

Tâm sai e= — ; Hình 83 

a 

Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở :x=+a,y=+b; 

Bán kính qua tiêu của điểm M(xự ; yụ) 6 (E) : 


C C 
MH =a+ ¿Xu =a+ —Xụ ; MĨ =a— eXụ =a— —*- 


II - ĐỀ BÀI 
59. Cho đường tròn (Ấ) tâm Ó¡, bán kính Ẩ¿ và 
_ đường tròn (2) tâm Ø;, bán kính &;. Biết 


đường tròn (2) nằm trong đường tròn (Ấ{) 


và tâm của hai đường tròn không trùng nhau 
(h. 84). Tìm tập hợp tâm của các đường tròn 


tiếp xúc ngoài với ($2) và tiếp xúc trong 
với (#. Hình 84 


60. Xác định tâm đối xứng, độ dài hai trục, tiêu cự, tâm sai, toạ độ các tiêu 
điểm và các đỉnh của mỗi elip sau : 


x" y 2 2 
— —=]; d 4 — lÌ= H 
4) Su + )4xˆ+ 16y?— I=0; 
b) x 7+ 4y“ =1; e)x?+3y?2=2; 
c) 4x2 + 5y? = 20; Ð mà + ny” = 1 (n >m > Ú, m # n). 


Vẽ elip có phương trình ở câu a). 
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61. 


62. 


63. 


64. 


_ tiêu điểm. Điểm gần Trái Đất nhất 


Lập phương trình chính tắc của elip (E) biết 

a) A(O ; —2) là một đỉnh và Ƒ(1 ; 0) là một tiêu điểm của (#) ; 

b) (7 ; 0) là một tiêu điểm và (E) đi qua M(—2 ; 12) ; 

c) Tiêu cự bằng 6, tâm sai bằng ỹ ; 

d) Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là x = + 4, y = 33. 
e) (E) đi qua hai điểm ÉM(4; v3) và N@24A/2 ; -3). 

Mặt Trăng và các vệ tinh của Trái Đất 


chuyển động theo quỹ đạo là các Điểm cận địa Vệ tinh 
đường elip mà tâm Trái Đất là một 


trên quỹ đạo gọi là điểm cận địa, 
điểm xa Trái Đất nhất trên quỹ đạo 
gọi là điểm viễn địa (h. 85). Hình 85 


Điểm viễn địa 


a) Biết khoảng cách từ điểm viễn địa và điểm cận địa trên quỹ đạo của một 
vệ tinh đến tâm Trái Đất thứ tự là øm và ø. Chứng minh rằng tâm sai của 


quỹ đạo này bằng Z5, 


m+n 

b) Biết độ dài trục lớn và độ dài trục bé của quỹ đạo Mặt Trăng là 
768806km và 767746km. Tính khoảng cách lớn nhất và khoảng cách bé 
nhất giữa tâm Trái Đất và tâm của Mặt Trăng. 

2 
Tìm những điểm trên elip (E) : % + y“ = 1 thoả mãn 
a) Có bán kính qua tiêu điểm trái bằng hai lần bán kính qua tiêu điểm phải. 
b) Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 
c) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc 60”. 

x2? y "¬ 

Cho elip (E) : — + “= =1 (2 > b > 0). Gọi F¡, F; là các tiêu điểm và Ai, 


a7 


= 


Aa là các đỉnh trên trục lớn của (E). # là điểm tuỳ ý trên (E) có hình chiếu 
trên Ox là H. Chứng minh rằng 


a) MP. MF; + OM? =a” + bŸ; 
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65. 


66. 


67. 
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b) (ME - MF¿)” = A(OM — b`); 
b`—— — 

c) HMỸ = ——-.HAI. HA; . 
ạa 


2 2 


Cho elip (E) có phương trình S t=l 


a) Tìm toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh ; tính tâm sai và vẽ elip (È). 

b) Xác định m để đường thẳng đ : y = x + m và (E) có điểm chung. 

c) Viết phương trình đường thẳng A đi qua Ä⁄(1 ; 1) và cắt (E) tại hai điểm 
A, B sao cho M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 


IS 


*x_ 
a2 
a) Chứng minh rằng với mọi M thuộc (E), ta luôn có b < ÓM < a. 


2 
Cho elip (E): +? =1 (a>b>0). 


=œ= 


b) Gọi A là giao điểm của đường thẳng có phương trình øx + /y = 0 với 
(E). Tính ÓA theo a, b, ø, 8 _ 
c) Gọi 8 là điểm trên (E) sao cho ÓA _L ÓB. Chứng minh rằng tổng 

l A : 
—> †—_; tó giá trị không đổi. 
OA“ OB 
d) Chứng minh rằng đường thẳng 4B luôn tiếp xúc với một đường tròn 
cố định. 
Trên hình 86, cạnh ĐC của hình 
chữ nhật ABCD được chia thành 
n đoạn thẳng bằng nhau bởi các 
điểm chia C¡, Cạ,.... Cạ_¡ ; cạnh 
AD cũng được chia thành n đoạn 
thẳng bằng nhau bởi các điểm 
chia Dị, Dạ,... D„ ¡. Gọi 1¿ là 
giao điểm của đoạn thẳng ÁC/ Hình 86 


D li Ca Cụ Cn-] C 


với đoạn thẳng BD„. Chứng minh 
rằng các điểm ï„ (k = 1, 2, ...,  — 1) nằm trên elip có trục lớn là cạnh AB, 
độ dài trục bé bằng chiều rộng 4D của hình chữ nhật ABCD. 


68. 


69. 


70. 


71. 


Phép co về trục A theo hệ số & (& 0) là phép cho tương ứng mỗi điểm }⁄ 
của mặt phẳng thành điểm M' sao cho HjM' = kHM, trong đó HH là hình 
chiếu (vuông góc) của M trên A. Điểm M' gọi là ảnh của điểm M qua phép 
co đó. Chứng minh rằng 


NÓ “ “A“ .. Hà x ;— x 
a) Phép co về trục Óx theo hệ số k biến điểm Ä⁄ thành điểm Mí” sao cho | “ by, 
3M — XYM › 

b) Phép co về trục ÓØy theo hệ số k biến điểm Mí thành điểm M sao cho 
lh — kXM 

3M' — ỲM: 
Chứng minh rằng phép co về trục Óx theo hệ số Ề < 1, biến đường tròn ( ñ: 
2 2 x2 2 
X+ y? = a thành elip (E) : _ _ = 1 và ngược lại, phép co về trục Óx theo 

b 
.g tà TH - y? 2, .2_ 2 
hệ số 5 > 1 biến elip (E) : 211 =] thành đường tròn (9 :xX +y =Z. 
a 


Tìm ảnh của đường tròn ( qua phép co về trục Óx theo hệ số & trong mỗi 
trường hợp sau 


a) (ca +y =9, k= S ; 
1 “...n. 
c)(@:œ—1))+(+2)J =4, k=-—I. 


22 
Tìm ảnh của elip 5s + ®S =1 qua phép co về trục Óx theo hệ số & trong 
mỗi trường hợp sau : 
1 
A)k=Š; b)k=2;  ck=øz. 


§ó. Đường hypebol 


Ì- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Định nghĩa. Cho hai điển cố định Fị, F¿ với F\F¿ = 2c (c > 0) và hằng số 2a 
(a < e). Hypebol (H) là tập hợp các điểm M sao cho |MR, - MF;| = 2a. 


(H) ={M :|Mh - MB| = 2a]. 


F\, Fạ gọi là các tiêu điểm, khoảng cách F\F¿ = 2c gọi là tiêu cự của (H). 
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72. 


2 


2 
2. Phương trình chính tắc của hypebol : *Š__ c— =1(h.8?7) 


cẰ=a+bˆ ; O là tâm đối xứng, 
Óx, Oy là các trục đối xứng. 

Trục thực A\A› = 2a nằm trên Ox. 
Trục ảo B\B; = 2b nằm trên Oy. 


Hai đỉnh : Ai(-a; 0), A›(a; 0). 


Hai tiêu điểm : Fị(c ;0), Fạ (c; 0). 


- . € 
Tâm sai e= —. 
a 


b 


ad? 


Hình 87 


Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở : x=+a, y=+b. 


b 


Phương trình hai đường tiệm cận : y = +—x ; 


a 


Bán kính qua tiêu của điểm M(xự ; yụ) e (H) : 


MR =|a+ exu|=|a+ “Xu 
ĐỀ BÀI 
(h.§8) Cho hai đường tròn (2 và (@) 


nằm ngoài nhau và có bán kính không 
bằng nhau. Chứng minh rằng tâm của 
các đường tròn cùng tiếp xúc ngoài 


hoặc cùng tiếp xúc trong với (đá) và 


⁄.) nằm trên một hypebol với các tiêu 
2 yP 


-_ điểm là tâm của các đường tròn (1) 


73. 


¡ ME = |a— ex„| = 


a “x 
a M 


Hình 88 


và (2). Tâm đối xứng của hypebol này nằm ở đâu ? 


Xác định độ dài trục thực, trục ảo ; tiêu cự ; tâm sai ; toạ độ các tiêu điểm, 
các đỉnh và phương trình các đường tiệm cận của mỗi hypebol có phương 


trình sau 


114 


8B- BT HÌNH HỌC (N€) 


2 2 


3) e— ~=]; đ) 16x? - 9yˆ = 16; 
b)4x°—y =4; e)x —y =1; 
c) 16x” ~ 25y” = 400 ; Ð mà — ny” = 1 ứn > 0, n > 0). 


Vẽ các hypebol có phương trình ở câu a), b) và e).. 
74. Lập phương trình chính tắc của hypebol (/) biết 
a) Một tiêu điểm là (5 ; 0), một đỉnh là (— 4; 0) ; 


__b) Độ đài trục ảo bằng 12, tâm sai bằng P : 


c) Một đỉnh là (2 ; 0), tâm sai bằng Š , 

d) Tâm sai bằng X2, (H) đi qua điểm A(-5 ; 3) ; 

e) (1) đi qua hai điểm P(6 ; —1) và Ó(—8 ; 22/2). 
7Š. Lập phương trình chính tắc của hypebol (#) biết 


a) Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là x = + 5 ,yỳ=+l; 


b) Một đỉnh là (3 ; 0) và phương trình đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật 
cơ sở là x” + y” = l6; 


c) Một tiêu điểm là (—10 ; 0) và phương trình các đường tiệm cận là y = + " : 
đ) (H) đi qua N(6 ; 3) và góc giữa hai đường tiệm cận bằng 607. 


T6. Cho số m > 0. Chứng minh rằng hypebol (H) có các tiêu điểm F(—m ; —m), 
F;(m ; m) và giá trị tuyệt đối của hiệu các khoảng cách từ mỗi điểm trên (H) 
2 


K cờ VÀ . ` " ` ” 
tới các tiêu điểm là 2n, có phương trình: xy = _x 


x? y 


71. Cho hypebol (H) : “— — ^- = 1. Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ 
a 


= 


.. .-- xé. . ` *Ạ ^ * a?b? 
một điểm tuỳ ý trên () đến hai đường tiệm cận bằng DI : 
. a“^+ 


1 
78. Cho hai điểm A(—1; 0), 8(1; 0) và đường thẳng A : x ~ 7 = 0. 
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79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


a) Tìm tập hợp các điểm M sao cho MB = 2MH, với H là hình chiếu vuông 
góc của M trên A. 
b) Tìm tập hợp các điểm N sao cho các đường thẳng AN và BN có tích các 
hệ số góc bằng 2. 
Tìm các điểm trên hypebol (H) : 4x” — yˆ—4 =0 thoả mãn 
a) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc vuông ; 
b) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc 1207 ; 
c) Có toạ độ nguyên. 
2.2 
Cho hypebol (W) :“; -Š> =1. Gọi F¡, F; là các tiêu điểm và Ái, 4; là 
ng” ĐÈ. 
các đỉnh của (H). Mí là điểm tuỳ ý trên (H) có hình chiếu trên Óx là N. 
Chứng minh rằng 
a) OM”~ MF\. MF; = a” — bŸ ; 
b) (MEFI + MF¿)” = 4(OMỸ + b`); 
lã ha 
c) NMỸ =—~. NA,.. NA;. 
đ? 


2 2 


Cho hypebol (H) : T _ == = 1 và đường thẳng A : x — y + m = Ô. 


a) Chứng minh rằng A luôn cắt (H) tại hai điểm 4, N thuộc hai nhánh 
khác nhau của (H) (xự < xN) ; 

b) Gọi Ƒ;¡ là tiêu điểm trái và Ƒ; là tiêu điểm phải của (H). Xác định m để 
FạN =2FM. 


Cho đường tròn ( ØŸ có phương trình x°+y =1. Đường tròn ( ñ cắt Óx tại 
A(-I ; 0) và Ø(1 ; 0). Đường thẳng đ có phương trình x = w (—1 < m < 1, 
m z 0) cắt (fñ' tại M và N. Đường thẳng AM cắt đường thẳng BN tại Ấ. 


Tìm tập hợp các điểm K khi z thay đổi. 
2 32 
Cho hypebol (H) : “- - m = 1. Một đường thắng A cắt (H) tại P, Q và hai 
4 
đường tiệm cận ở Mí và N. Chứng minh rằng 
a) MP = NQ; 


-_ b) Nếu A có phương không đổi thì tích PM.PN là hằng số. 
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§7. Đường pordbol 


¡- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Định nghĩa. Cho điển F cố định và một đường thẳng cố định A không ải 
qua F. Parabol (P) là tập hợp các điểm M sao cho khoảng cách từ M đến 
F bằng khoảng cách từ M đến A. 

(P) = {M : MF = d(M;A)}. 


F gọi là tiêu điểm, A là đường chuẩn, p = đ(F ; A) > 0 gọi là tham số tiêu 
của (P). 


2. Phương trình chính tắc của parabol:  yˆ =2px (p>0) (h. 89). 
Đỉnh : O(0; 0) ; Tham số tiêu p ; 


Trục đối xứng : Ox ; 


Tiêu điểm F = [2:0] ; 


Đường chuẩn A : x = -Š ; 


Hình 89 


lI- ĐỀ BÀI 

84. Cho đường tròn ( ẾỔ tâm Ó bán kính E và đường thẳng A không cát ( ñ'. 
Chứng minh rằng tập hợp tâm các đường tròn tiếp xúc với A và tiếp xúc 
ngoài với (Ế nằm trên một parabol. Tìm tiêu điểm và đường chuẩn của 
parabol đó. 


85. Xác định tham số tiêu, toạ độ đỉnh, tiêu điểm và phương trình đường chuẩn 
của các parabol sau 


a) yˆ =Áx; c) 5y” = 12x; 
b)2y—x=0; d)y =øx  (œ>0). 
'Vẽ parabol có phương trình ở câu a). 
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66. 


87. 


88. 


89. 


90. 


91. 
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Lập phương trình chính tắc của parabol (P) biết 

a) (P) có tiêu điểm F(1 ; 0); 

b) (P) có tham số tiêu p = 5 ; 

c) (P) nhận đường thẳng đ : x = -2 là đường chuẩn ; 

đ) Một dây cung của (P) vuông góc với trục Óx có độ dài bằng 8 và 
khoảng cách từ đỉnh Ó của (P) đến dây cung này bằng 1. 

a) Dùng định nghĩa parabol để lập phương trình của parabol có tiêu điểm 
FQ@2; 1) và đường chuẩn A : x+ y+1=0. 


1—bˆ+4 
b) Chứng minh rằng parabol (P) có tiêu điểm Ƒ [-#: =¬ và 


1+Ðbˆ - 4ac 


1a = 0 có phương trình y = ax” + bx+c. 


đường chuẩn A : y + 


.Cho parabol (P) : y? = 4x. Lập phương trình các cạnh của một tam giác 


nội tiếp (P) (tam giác có ba đỉnh nằm trên (P)), biết một đỉnh của 
tam giác trùng với đỉnh của (P) và trực tâm tam giác trùng với tiêu điểm 
của (P). 

Cho parabol (P) : y? = 2px (p > 0) và đường thẳng A đi qua tiêu điểm Ƒ của 
(P) và cắt (P) tại hai điểm M và N. Gọi ø = (Ï FM} (0< ø< 2). 


a) Tính FM, FN theo p và ø; 
` 1 
b) Chứ ¡nh rã hi A hƑ th ——+—_ 
) ng minh răng khi A quay quanh # thì Fu + =n không đổi ; 
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của tích FM.FN khi ø thay đổi. 


Cho parabol (P) có đường chuẩn A và tiêu điểm F. Gọi M, N là hai điểm 
trên (P) sao cho đường tròn đường kính MN tiếp xúc với A. Chứng minh 
rằng đường thẳng #M⁄N đi qua F. 


Cho parabol (P) : y = x và hai điểm A(1 ; -1), B(9 ; 3) nằm trên (P). Gọi 
M là điểm thuộc cung AB của (P) (phần của (P) bị chắn bởi dây AB). Xác 
định vị trí của Mí trên cung AB sao cho tam giác MAB có diện tích 
lớn nhất. 


92. 


93. 


Qua một điểm A cố định trên trục đối xứng của parabol (P), ta vẽ một 
đường thẳng cắt (P) tại hai điểm M⁄ và N. Chứng minh rằng tích các 
khoảng cách từ M và N tới trục đối xứng của (P) là hằng số. 

Trên hình 90, cạnh 2C của hình 
chữ nhật ABŒCD được chia thành 
n đoạn bằng nhau bởi các điểm 
chia C\, Cạ,..., C„_¡, cạnh AD 


cũng được chia thành ø đoạn 


bằng nhau bởi các điểm chia Dị, 
Dạ,..., Dạ_¡. Gọi 1„ là giao điểm A B 
của đoạn AC, với đường thẳng Hình 20 

qua D¿ và song song với AB. Chứng minh rằng các điểm l„ k= 1,2,... 


ñ — 1) nằm trên parabol có đỉnh A và trục đối xứng là AB. 


§ô8. Bqa đường cônic 


I- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Định nghĩa. Cho điểm F cố định, một đường thẳng A cố định không ải 
qua F và một số dương e. Cônic (€) là tập hợp các điểm M sao cho 
MF 


4(M;A) ^ 


ME 
(S)={: quan =°} 
Điển F gọi là tiêu điển, A gọi là đường chuẩn và e gọi là tâm sai của cônic (Ê). 
2. Cho cônic (È\ với tâm sai e. Khi đó: ˆ (| là elip © e < l; 
(€) là parabol © e = Ì ; 


(€) là hypebol © e > Ì. 
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ĐY S2 
3. Cho elip(E): Tc +? =1 (a>b>0). 
a b 
e Đường chuẩn A\ ứng với tiêu điển trái F1(~c ; 0) có phương trình : 
a a7 
`... =_-. ' 
e € 
Đường chuẩn A› ứng với tiêu điển phải F2(c ; 0) có phương trình : 
a d2 
X=—-=— 
TI. 
; MhH MT. 
° với mọi điểm M thuộc (E) thì 20M:A) = 20H:A) =e<l]. 
x? y2 
4. Cho hypebol (H) : Ein  = 1. 
a b 
e Đường chuẩn Ai ứng với tiêu điểm trái F\(~c ; 0) có phương trình : 
ly: . c8" 
X.=—===-=—-.~ 
e Ệ 
Đường chuẩn A› ứng với tiêu điểm phải F¿(c ; 0) có phương trình : 
_a 
... 
`”. ME, ME, 
: : ST  .ẻ*#ẻ 2 s¿¿§l 
e Với mọi điểm M thuộc (H) thì 2(M;AID 4(M:A.) e> 


II ĐỀ BÀI 


94. Xác định toạ độ tiêu điểm, phương trình đường chuẩn của các cônic sau : 
T22 : lý an : c) y” = 6x. 
95. Viết phương trình của các đường cônic trong mỗi trường hợp sau : 
a) Tiêu điểm Ƒ(3 ; 1), đường chuẩn A : x = 0 và tâm sai ¿ = 1. 
b) Tiêu điểm Ƒ(-1 ; 4), đường chuẩn ứng với tiêu điểm # là A : y = 0 và 
: 1 
tâm Sai đ = 7. | 
c) Tiêu điểm #(2 ; -5), đường chuẩn ứng với tiêu điểm Ƒ là A : y = x và 
tâm sai £ = 2; 
đ) Tiêu điểm Ƒ(-3 ; - 2), đường chuẩn ứng với tiêu điểm # là 
A:x—2y+] =0 và tâm sai e= 3. 
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%6. Chứng minh rằng mỗi đường chuẩn của hypebol luôn đi qua chân các 
đường vuông góc kẻ từ tiêu điểm tương ứng tới hai đường tiệm cận. 


97. Một đường thẳng đi qua tiêu điểm #(c ; 0) của elip (#) : = + b = I 
(a>b>0) và cắt nó tại hai điểm A, B8. Chứng minh răng đường tròn 
đường kính AB không có điểm chung với đường chuẩn : x = =: 

98. Cho hypebol (H) : _ _ _ = 1 và F(c ; 0) là một tiêu điểm của (HH). Một 
đường thẳng đi qua E và cắt (H) tại hai điểm A, B. Chứng minh rằng đường 
tròn đường kính AB cắt đường chuẩn : x = = của (H). 

99. Cho A, B là hai điểm trên parabol (P) : y” = 2px sao cho tổng các khoảng 


cách từ A và B tới đường chuẩn của (P) bằng độ dài AB. Chứng minh rằng 
AB luôn đi qua tiêu điểm của (?). 


Bởi tập ôn tập chương lII 


100. Cho tam giác ABC có A(—1; l), 8 ; 2), C(1/2 ; —]). 
a) Tính các cạnh của tam giác ABC. Từ đó suy ra dạng của tam giác ; 
b) Viết phương trình đường cao, đường trung tuyến và đường phân giác 
trong của tam giác kẻ từ đỉnh A ; 
c) Xác định toạ độ của tâm đường tròn ngoại tiếp và tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC. 
101. Cho hai đường thẳng 
DNN : (m + 1)xS— 2y — m— 1=0; 
A2:x+(m— 1)y - mˆ= 0. 
a) Tìm toạ độ giao điểm của A¡ và A¿. 
b) Tìm điều kiện của zø để giao điểm đó nằm trên trục Óy. 
102. Cho ba điểm A(0 ; 2), B(b ; 0), C(c ; 0) (a, b, c là ba số khác 0 và b #c).. 
Đường thẳng y = mở cắt các đoạn thẳng Að và AC lần lượt ở M và N. 
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a) Tìm toạ độ của Mí và N. 
b) Gọi N” là hình chiếu (vuông góc) của M trên Óx và 7 là trung điểm của 
MN.. Tìm tập hợp các điểm ï khi m thay đổi. 


103. Cho đường tròn (ẾẾ: x” + y”— 8x — 6y + 21 = 0 và điểm M(4 ; 5). 


a) Chứng minh rằng điểm M nằm trên đường tròn (Ốố. Viết phương trình 

tiếp tuyến của ( Ế' tại M : 

b) Viết phương trình đường tròn đối xứng với ( ẾŸ qua đường thẳng y = +. 
104. Cho đường tròn (ẾŸ: x” + y”= RỂ và điểm MŒọ : }g) nằm ngoài (ñ. Từ M 

ta kẻ hai tiếp tuyến MT; và MT; tới ( ' (T¡ , Tạ là các tiếp điểm). 

a) Viết phương trình đường thẳng 711 ; 


b) Giả sử M chạy trên một đường thẳng đ cố định không cắt (Ếƒ. Chứng 
minh rằng đường thẳng 7;7¿ luôn đi qua một điểm cố định. 

105. Các hành tinh và các sao chổi trong hệ Mặt Trời có quỹ đạo là các đường elip 

nhận tâm Mặt Trời làm một tiêu điểm. Điểm gần Mặt Trời nhất trên quỹ đạo 
gọi là điển cận nhật. Điểm xa Mặt Trời nhất trên quỹ đạo gọi là điểm viễn 
nhật. Các điểm này là các đỉnh trên trục lớn của quỹ đạo (h. 91). 
a) Tìm tâm sai của quỹ đạo Trái Đất 
biết rằng tỉ số các khoảng cách từ 
điểm cận nhật đến Mặt Trời và từ 
điểm viễn nhật đến Mặt Trời là ` 
b) Tính khoảng cách từ Trái Đất đến 
Mặt Trời khi Trái Đất ở điểm 
cận nhật, ở điểm viễn nhật, biết rằng 
quỹ đạo có độ đài nửa trục lớn là Hình 91 
93000000 dặm. 


l 


. 2 

106. Cho elip (E) : T + T~ = 1 và hai điểm M(_—2 ; m), N(2 ; n) (m # —n ). 
a) Xác định tâm sai, toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh và phương trình đường 
chuẩn của (E). 
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b) Gọi 4¡ và 4; là các đỉnh trên trục lớn của (E) Ca, < XẠ, )- Hãy viết 
phương trình của các đường thẳng AIN và A;M. Xác định toạ độ giao điểm l¡ 
của chúng. . 

c) Biết đường thẳng MN thay đổi nhưng luôn cắt (E) tại một điểm duy 
nhất. Tìm tập hợp-các giao điểm /. 

107. (Hệ thống định vị Hypebolic). Hai thiết bị dùng để ghi âm một vụ nổ đặt 
cách nhau 1 đặm. Thiết bị A ghi được âm thanh vụ nổ trước thiết bị Ö là 2 
giây. Biết vận tốc của âm thanh là 1100 feet/s , tìm các vị trí mà vụ nổ có 
thể xảy ra (1 dặm = 5280 feet, 3 feet = 0,914 m). 

x2 y2 ` 

108. Cho hypebol () : m3 1. Gọi A là đường thắng đi qua gốc toạ độ 
Ó và có hệ số góc k, A' là đường thẳng đi qua Ó và vuông góc với A. 

a) Xác định toạ độ các tiêu điểm, tâm sai, phương trình các đường tiệm 
cận và đường chuẩn của (H) ; 

b) Tìm điều kiện của & để cả A và A' đều cắt (H) ; 

c) Tứ giác với bốn đỉnh là bốn giao điểm của A và A' với (H) là hình gì 2 
Tính diện tích của tứ giác này theo k ; 

d) Xác định * để diện tích tứ giác nói ở câu c) có giá trị nhỏ nhất. 

109. Cho parabol (P) : y = 2px (p > 0). 

a) Tìm độ dài của dây cung vuông góc với trục đối xứng của (P) tại tiêu 
điểm F của (P). 

b) A là một điểm cố định trên (P). Một góc vuông ¿A¡ quay quanh đỉnh A 
có các cạnh cắt (P) tại 8 và C. Chứng minh rằng đường thẳng ĐC luôn đi 
qua một điểm cố định. 


Các bài tập trắc nghiệm chương lIl 

1l. Đường thẳng đi qua A(I ; -2) và nhận #(—2;4) là vectơ pháp tuyến có 
phương trình là : 
(A)x+2y+4=0; (Œ)x-2y-5=0; 
(B)x-2y+4=0; (D) -2x+4y =0. 
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Đường thẳng đi qua Öö(2; 1) và nhận ?7(1;—I) là vectơ chỉ phương có 
phương trình là : 

(A)x—y -1lI=0; (C)x-y+5=0; 

(B)x+y-3=0; (D)x+y-1=0. 


: 2b XS Tà 
. Đường thắng đi qua C(3; 2) và có hệ số góc k = 3 CÓ phương trình là 


(A)2x+3y =0; (C)3x—2y—- 13=0; 
(B)2x-3y-9=0; (D)2x- 3y - 12=0. 

Cho đường thẳng đ có phương trình tham số là : Mang Phương 
trình tổng quát của đ là : 

(A)3x-y+5=0; (C): x+3y-5=0; 

(B)x+3y=0; (D): 3x-y+2=0. 


Cho đường thẳng đ có phương trình tổng quát 4x + 5y - 8 = 0. Phương 
trình tham số của đ là : 


(A) = —5ƒ (®) x=2+Á4( 
y=ải¡; y=5f1; 

(C) x=2+ (Ð) x=2+# 
y=Á4t; y = -ẢI. 


Cho hai điểm A(5 ; 6), 8(-3 ; 2). Phương trình chính tắc của đường thẳng 
ABlà: 


x—=5_ y-6, x+5_ y+Ó6, 
(A) —“=“—: ( ““=“— 
x=5_ y-6, x+3_ y-2 
(B “—“=”——: ĐS = 


Cho điểm M(1 ; 2) và đường thẳng đ: 2x + y — 5 = 0. Toạ độ của điểm đối 
xứng với điểm M qua đ là : 


(A) §:32): (C) lo: 3): 


(B) (2; 6); (D) @; -5). 


§. 


19. 


Cho đường thẳng đ : -3x + y — 3 = 0 và điểm N(—2; 4). Toạ độ hình chiếu 
vuông góc của N trên đ là : 


(A) (-3; -6); (®) [-š 3Ì: 


221 
¬" ` 


Cho hai đường thẳng dị : mx + Ứn — 1)y + 2m = 0 
dạ: 2x+y—1=0. 


+ 


Nếu đi; song song với đ; thì 

(A)m=1l;. (B)m=-2; 

(C)m=2; (D) m tuỳ ý.. 

Cho hai đường thẳng đ| : 2x - 4y— 3= 0 và đ;: 3x— y+ 17=0. Số đo 
góc giữa đi và đ; là : : 


7T. LÊ 
. 3z. _ễ 
(Q T7 (D) 1: 


11. 


12. 


Cho đường thẳng đ : 4x - 3y + 13 = 0. Phương trình các đường phân giác 
của các góc tạo bởi đ và trục Óx là : 

(A)4x+3y+13=0 và 4x-y+l13=0; 

(B)4x-8y+13=0 và 4x+2y+13=0; 


(x+3y+l12=0 và x-3y+l3=0; 


(D)3x+y+13=0 và 3x-y+13=0. 
Cho hai đường thẳng song song đ) : 5x - 7y+4=0 và đ;: 5x— 7y + 6 =0. 


a) Phương trình đường thẳng song song và cách đều đ; và đ; là : 


(A)5x—-7y+2=0; (B)5x—-7y-3=0; 
()5x—-7y-3=0; (D) 5x-7y+5=0. 
b) Khoảng cách giữa đi; và đ; là : 

4 6 
(A) = ;: (B) —— ; 

vn NƠI 

2 10 
(C -=; (D) 

NT ⁄4. 
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.. Cho hai điểm A(6; 2), B(-2; 0). Phương trình đường tròn đường kính Að là : 


(A)x°+y °+4x+2y— 12=0; (C x7 + y°—4x—2y—12=0 
(B)x +y2+4x+2y+12=0; (D) x + yŸ~ 4x— 2y + 12 =0. 


. Đường tròn có tâm ï(x¡ > 0) nằm trên đường thẳng y = —x, bán kính bằng 3 


và tiếp xúc với một trục toạ độ có phương trình là : 
(A)œ&-3) +(y-3)” =9; (B)œ&-3)+(y+3)” =9; 
(C)œ+3)°+(y+3)” =9; (D)œ-3)`-(y- 3)” =9. 


. Cho đường tròn (Ô: x” + y - 4x — 4y — 8 =0 và đường thẳng 


đ:x—y—1 =0. Mội tiếp tuyến của (9 song song với đ có phương trình là : 
(A)x—y+6=0; (B)x-y+3- X2 =0; 
(CQx—y+ 442 =0; (D)x-y-3+ 342 =0. 


. Cho đường tròn (@ :(x— 3) +(y+ 1Ÿ = 4 và điểm A(I1 ; 3). Phương trình 


các tiếp tuyến với (6Ö vẽ từ A là : 

(A)x- 1=0 và 3x-4y-l5=0; 
(B)x- 1=0 và 3x-4y+l15=0; 
(C)x—- 1=0 và 3x+4y+l5=0; 
(D)x- 1=0 và 3x+4y-15=0. 


._Elip (E) có độ dài trục lớn là 12, độ dài trục bé là 8, có phương trình chính 


tắc là : 

2 2 2 2 

3 ,} _ ".. 
(A)zc+r1gT1 ? Œ) s11; 
l 2 2 2 2 

# .Y _Ị. *X `. _ 
(12? 1; TS: 1. | 
._ Elip có hai tiêu điểm Ƒ¡ = (T1 ; 0), #¿ = (1 ; 0) và tâm sai e = : có phương 
trình là : 

2 2 2 2 

ÄŸ_.,3} _†. ÄÃ_ ,3 _ _q. 
(A) 2 †2 z1; (CO) +2 =-l; 

2 2 2 2 

* y * y 
Œ) +2 =1; (0Ð) +2 =-], 
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29. 


21. 


22. 


23. 


24. 


. Elip có hai tiêu điểm là Ø(0; 0), F(4 ; 0) và một đỉnh là A(-2 ; 0), có tâm 


sai là : 

(A) 3; đệ: 

©Ÿ: (Ð) 3. 

Elip (E) có độ dài trục bé bằng tiêu cự. Tâm sai của (E) là : 
h 

A)—=ï (®) = : 

. (Đ)!. 


Hypebol có hai tiêu điểm là F¡(—2; 0), F;(2; 0) và một đỉnh là A(1; 0) có 
phương trình là : 


2 2 2 2 
31 _ Ẫ *x_  _ ` 
(A) T3 Hi () T†53=°l: 
2 2 2 2 
*⁄XŠ_} -Ị. Š _} - 
(@) 3 ï 1; (D) ï 3 1. 


Hypebol có hai tiệm cận vuông góc với nhau, độ dài trục thực bằng 6, có 
phương trình chính tắc là : 


2 2 2 2 
*Š _# ~Ị; #X_} _Ị. 
A) ï 1; () '9 1; 
2 2 2 2 
*X_ _# -Ị: *Š_} - 
(B) —-—=1; (D) —-—=I. 
2 
Hypebol x - nn = 1 có phương trình hai đường chuẩn là : 
(A)x=+‡1; (C) x= +] 
| 
(B)x=+‡d—= ; (D)x= 32. 
N 


2 
Đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở của hypebol : mn — y = l có 


phương trình : 
(A)x°+y `) =4: — (Cx”+yˆ =5; 
(B)x°+yˆ =1; (D) xÏ + y” =3. 
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27. 


§1. 
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. Parabol (P) có tiêu điểm (2 ; 0) có phương trình chính tắc là : 


(A) yˆ= 16x; (C)yˆ =4x; 
(B) yÝ = 8x; (D) y? =2x. 


. . 2 
. CônIc có tâm sai e = 5 là : 


(A) một elIp ; (C) một parabol ; 

(B) một hypebol ; (D) một đường tròn. 

Cho đường thẳng A và một điểm # không thuộc A. Tập hợp các điểm M 
] ` 

sao cho ME = J. ; A) là : 

(A) một elip ; (C) một parabol ; 

(B) một hypebol ; (D) một đường khác. 


B. LỜI GIẢI - HƯỚNG ĐẪN - ĐÁP Số 


Phương trình tổng quát của đường thẳng 
Ta có : AB =(3;—6); BC =(—1;4); AC =(2;- 2). Gọi H là trực tâm 
của tam giác ABC thì đường cao AH qua A và nhận BC làm vectơ pháp 
tuyến nên có phương trình : l 
—l(x+ ]l) + 4(y - 2) =0 hay x—- 4y+9=0. 
Đường cao BH qua ð và nhận AC làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình : 
2(x—2)— 2 +4) =0 hay x —-y_— 6=0. 
Đường cao CH qua C và nhận AB làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình : 
3(x— 1)— 6y —0)= 0 hay x— 2y — ] =0. 
(h. 92) Giả sử M, N, P theo thứ tự là trung điểm 
của các cạnh AB, AC, BC của tam giác ABC. 
Tacó: MN =(2;8); NP =(8 ;—8) ; MP =(10; 0). M N 
Đường trung trực của cạnh BC đi qua P và nhận 
MN làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình : B P Ầ 
2œ -—9)+ 8(y-— 1) =0 hay x + 4y T— 13 =0. Hình 92 


Tương tự, ta được phương trình các đường trung trực của các cạnh 48, AC 
lần lượt là : x— y+2=0,x—1=0. 
3. Xét điểm MŒ;; yự) tuỳ ý thuộc A. 
a) Gọi NŒxạ ; y„) là điểm đối xứng với M qua Óx. Khi đó h SƠM 
. ÀN = ~M 
Do đó : M e A © axz + by +c=0 
© đwy —byng +c =0 ©NGAI:ax-by+c=0. 
Vậy phương trình đường thẳng đối xứng với A qua Óx là ax — by + e =0. 
b) Gọi P(Œxp ; yp) là điểm đối xứng với Ä⁄ qua Óy. 
Khi đó ta có h — M 
XP =M- 
Do đó: Me A © axw + by +c =Ũ © -axp + byp +c=0 
© axp — byụp —c =0 ©PeA;:ax-by-c=0. 


Vậy phương trình đường thẳng đối xứng với A qua Óy là ax - by — e =0. 


Xa =—x 
c) Gọi QŒo ; yọ) là điểm đối xứng với M qua Ó. Khi đó tacó |“ ” 

3Q — ~ỲM- 
Do đó : Me A © axw + byu +c = Ú © Taxo — byo + c =0 Z 


© đo + byo —c =0 © Q6€Aj:ax+by—c =0. 


Vậy phương trình đường thẳng đối xứng với A qua Ó là ax + by —=e=0. 

4. Cách !. Rõ ràng A ø A, lấy M(1 ; L) e A. Khi đó điểm Mĩ đối xứng với M 
qua A có toạ độ M” = (1 ; 5). Đường thẳng A' đối xứng với A qua A sẽ đi 
qua M' và song song với A. Ta tìm được phương trình A' là x - 2y + 9= 0. 
Cách 2. Xét điểm M(xị ; y¡) tuỳ ý thuộc A và gọi MfŒ;; y¿) là điểm đối 
xứng của Mí qua A. Suy ra xị = 2— xạ, yị = 6 — y2. 
Me<Ae©x¡-2yyp+1=0€©2-x;- 26 - y¿)+ 1= €©x;- 2y;+9=0 
©M'eA ':x-2y+9=0. 

Š. a) Cất nhau ; b) Song song ; c) Trùng nhau. 
d) Nếu m # —I1 thì đ¡ cắt dạ, nếu m = —1 thì đị // đ;. 


8A- BT HÌNH HỌC (NC) : “ 


= 4.1~ —m)(m + 6) = 2m? + 6m + 4 
2m+6 1 


= 2(m + l)(m + 2). 
—m 4—m 
1 — 2m — ] 


R —m 
D= 


| = (-m)(-2m -— ]) — 1(4 — m) 


= 2mˆ + 2m — 4 = 20m - l)(m + 2). 
4—m 4 


D - 
3 — 2m—] 2m+6 


- (4 — m)(2m + 6) — 4(-2m - ]) 


= -2m? + 10m + 28 = ~20m — T)(m + 2). 
- Xét D #0 © 2(m + l)ữm + 2) # Ö © m # —] và m # —2. Khi đó Ai và A; 
cất nhau và giao điểm của A¡ và A› có toạ độ 
Ð„ _— 2Œn - ựn + 2) _m_—] 
DÐD  2(m+l)\(m+2)  m+Ì 
D, 


=2WI- 7W \.=m+2) !=H 
D_ 2n+lìm+2) ˆ m+]1` 


XxX= 


y= 


— Xét D= 0© 2(m + ]1)(m + 2) = O0 © m = —] hoặc m = -2. 
Với m =— 1 thì D, = 2.(-2).1 =— 4+0. Khi đó A¡ và A song song với nhau. 
Với m =~ 2 thì D =D,= D,= 0. Khi đó A¡ và A; trùng nhau. 


, 


1:.. H03) 
a) Đường thẳng đ qua A và vuông góc với 
A có phương trình 2(x + 1) + y — 3 = 0 hay 
2x+y—-1=0. : 
2 ` ` ˆ x—-2y+2=0 
Toạ độ của ðB là nghiệm của hệ 
2x+y-1=0. 


x=0 
Giải hệ này ta được „ Vậy H <(0; 1). 
y=l Hình 93 


AB = NI +22 = A5. 
Xc=2ýc+2=0 


Toạ độ của C là nghiệm của hệ 
l +ớc ~ DỶ = 45. 
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t2 TT CA *c =~2 xe =2 . ST. , 
Gñải hệ này ta được hoặc . Nghiệm đầu bị loại do yc = 0. 
0 Moi =2 . 
Vậy C = (2; 2). 


Do ABC? là hình vuông nên CD = BA. 


Xp—2=-lI-0 Xp =] 
Suy ra hay Vậy D=(1;4). 


3p = 
b) Chu vi hình vuông ABCD bằng 4^/5, diện tích bằng 5. 
Gọi M, N lần lượt là giao điểm của A với các trục Ởx, Óy, ta có 


M = [-§: 9) N= 0 ; -§} Tam giác tạo bởi A và các trục Óx, Óy là 


_1e 
_ 2|a' 


—e 
b 


tam giác vuông OMN có diện tích § = 20M.ON -ả | ° 


5L 


(h. 94) Giả sử A  Óx = A(a ; 0), 
AmOy=(0;b),az0,b+z0. 


Phương trình của A: +} =1. 
a b 
PeA=S+-=l, () 
4a b 


Soag = 2 OA.OB = 2lzÐ =2 


Hình 94 
= l|ab| = 4. (2) 
` 4a - ` ¬ _- 
Từ (1) suy ra b = 6 (a # 6 vì nếu a = 6 thì (1) trở thành mm 0 : vô lộ. 
a — 
` 4a 2 
Thay vào (2) ta được |a.—— sI” 4©a= |a - 6|. 4) 


Với a > 6 thì (3) a”— a+66=0: phương trình vô nghiệm. 
Với a < 6 thì (3) ©z?+a~— 6=0, khi đó a= 2 hoặc a = -3. 


- Trường hợp ø = 2 = b = ~2, ta có đường thẳng A; : + =I. 


2| 
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19. 


11. 
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0eA>Trễ=l => n= — h— (dễ thấy m # 2). Do n > Ô nên mm >2, 
Ề — 


Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có 
3m 
 — 2 


" .- +5 > 2 |ứm —2). Š- 63 2V6 3:5, 
m— 2 m — 2 


: 5 hay m = 2 +6 (do mm > 0). 


OM+ON=m+m=m+ 


Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 7m - 2 = 


Suy ran= 3 + vÍ6. Vậy OM +ON nhỏ nhất bằng 2\/6 + 5 khi m=2 + v6 
và n = 3 +^/6 . Khi đó phương trình của A là 2T?) 


(h. 95) Gọi A = Œạ; 0), B8 = (0; yạ). 
Khi đó xạ > 0, yọ > 0. Phương trình đường 


thẳng AB là -— + -- = 1. 
*%o 0 
MS AB s07 sỉ 
*o 3o 
1 Ị 


Ta có : be ó, 60 c6 ;3 đổ): 
*%o 0 *#o3o 


Do đó SOAB = 240 > 24ab= 2ab. 


Dấu "=" xảy.ra khi và chỉ khi bon 2, _. 


12. 


*ạ = 2a 


Vậy, điện tích tam giác OAB nhỏ nhất bằng 2ab khi | nà 
3o = “Z0. 


Phương trình đường thẳng cần tìm là z + 2p“ =1. 


a) Học sinh tự làm. 
b) (h. 96) Cách 1. AŒx ; yA) € dị — yụ = 2x4 — 2; 


BŒg ; yg) € dạ > ypg = —xXp — 3. 


Vì M là trung điểm của ÁB nên | Ạ. TIAN. =t “EM R Xpg 


YA +yp =2ywy ..|2x4 =2—xpg -—3=0 
16 


lỗi 
E HẬI" Ty l2 (0Á =n" 


II 16 

Vậy A= : 

v4*[§:3) 
Đường thẳng MA trùng với đường 
thẳng A. Từ đó ta tìm được phương 
trình của A là 8x — y - 24 = 0. 
Cách 2. Dễ thấy đường thẳng A cần tìm không vuông góc với Óx. Gọi & là 
hệ số góc của A thì phương trình của A có dạng : y = k(x— 3). 
Gọi A=A“di,B=Anđ,. Khi đó hoành độ của A là nghiệm của 
phương trình : 2x — 2 = k(x - 3). 


Hình 96 


SUY ra xạ = SiêG 


. CHỦ z 2 vì nếu k = 2 thì phương trình 2x — 2 = k(x - 3) 


vô nghiệm). 
Hoành độ của Ö là nghiệm của phương trình —x - 3 = k(+x - 3). 


Suy ra xp sa. (k # —1 vì nếu k = —I thì phương trình —x ~ 3 = k(x — 3) 


k+IT 


_ vô nghiệm). Từ giả thiết M là trung điểm của ÁP suy ra : 


3k-2 3k-3 
K-_))-2057,1084)) 725-3080 T5 


Vậy phương trình của A là y = 8(x — 3) hay 8x— y — 24 = 0. 


=6{©k=8. 
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13. (h. 97) A(0 ; 0), C(6;0)>A,CeOx>P,QeOx>P=(Œp;,0), 
@=Œo;0) với Ö < xp < xo < Ô. 
Phương trình đường thẳng AB: y= 2x; 
Phương trình đường thẳng AC: y=0. 


Gọi cạnh hình vuông là a. Ta có : 


MN _ BM _ a _ BM 
AC BA 6 BA `ˆ 
Kẻ BH L AC, suy ra BH =4. Ta có: 
OEA| PH OQ C(@6;0)x 

MP _ AM _ a_— AM „„ 
ĐH ` AB 4. AB —— Hinh? 
v1) và da BM AM _ „12 
Từ (1) và (2) suyra: + =7 + =1. Do đó a= sa 
Vậy Vụ “ỜN “se: Do M e AB nên y„ = 2x„;, SUY TA X„ “si 

6 ˆ 12 18 
Xp =Xựw==. Vì PQ = xo ~ xp nên xo= Xp +4 = z + = re. 

1 


Sa cáo neoa- (6.12 6, 18, 18,12 
Các điểm cán tm là M( Š: 2|, P 0], o| So], n[ s5 | 


§2. Phương trình tham số của đường thẳng 

14. a)x+2y-7=0; b)x+y=0; c)x+3=0; d)y-4=0. 

15. a) Cách 1. Lấy hai điểm, chẳng hạn M⁄(0 ; -2) và N(I1 ; 1) thuộc đường 
thẳng A : 3x— y— 2= 0. Khi đó MN(1; 3) là một vectơ chỉ phương của A 

x=f 


nên A có phương trình tham số 
_ |Jy=-2+3ôi. 


2 KÀ 
Cách 2. Cho y =f, ta được x = 3 + ạt Đường thăng đã cho có phương 
1 


x=+‡t 
3...3 


trình tham số 
y=t. 

Chú ý : Các phương trình tìm được ở cách 1 và cách 2 tuy khác nhau 

nhưng đều là các phương trình tham số của cùng một đường thẳng đã cho. 
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l6. 


17. 


=Í =] =Í 
bì J” cJ” DI Mà 


a) đ song song với đường thẳng 5x + 1 = 0 nên nó nhận #(0;— 5) là một 

vectơ chỉ phương. Vậy đ có phương trình tham số : [j ˆ › s và không có 
y=¿-ởi 

phương trình chính tắc. 

b) đ vuông góc với đường thẳng x + 3y — 6 = 0 nên nó nhận vectơ pháp tuyến 

(1; 3) của đường thẳng này làm vectơ chỉ phương. Vậy đ có phương 


=7+f : : - 
: và phương trình chính tác *~“= **Š, 
y=-5+3/ l 3 


trình tham số : | 


c) đ đi qua C(—2 ; 3) và có hệ số góc k = -3 nên đ có phương trình 
y=-3Œz + 2) + 3 hay 3x + y+ 3= 0. Do đó #(-1;3). là một vectơ chỉ 


=-2-—f 
phương của đ. Vậy đ có phương trình tham số : Ð) 3+3 và phương 
trình chính tắc — = 


d) MNO ;— 9) là vectơ chỉ phương của đ, nên đ có phương trình tham số : 


=3+2/ ¿ = = 
: và phương trình chính tác : x3 = =6. 
y=6-9/ 2 _9 


đi đi qua MịŒ¡ ; yị) và có vectơ chỉ phương 7(2 ;b), đ; có vectơ chỉ 
phương V(c ; đ). 
a) dị cắt dạ © # và ÿ không cùng phương © ađ — be # 0. 
b) đị / dạ © ở, ÿ cùng phương và Mị(xị ; yị) # đ; 
© ad —bc = ÔÖ và đ(xị — x;) # CỚy — 2). 
C) đị = dạ © ứ và Ÿ cùng phương và M(1ị ; yị) 6 đ; 
© ad — be = 0 và d(xị — x¿) = cỚt — 32). 
d) đi L dy © ñ L ÿ <ae+bd=0. 
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18. 


19. 


a) A¡ có vectơ chỉ phương (2 ;— 3), A; có vectơ chỉ phương (1 ; 2). 
1¡ và ¡„ không cùng phương nên A;¡ và A; cắt nhau. Toạ độ giao điểm M 


của A¡ và A› ứng với nghiệm ¿ của phương trình : 


4 1 9 
24+2?—(3~3)—1=0€©®r=~z. Suy ra M=[~3 h -] 
b) Ai//A¿. 
c) Toạ độ giao điểm N của A¡ và A; ứng với nghiệm /, / của hệ phương 
te 10 
~2+f†=Át' — 3. 
trình : c© 3 
-_ |rf=2-f ¬ 
=ng: 
Thay í vào phương trình của A¡ (hoặc thay /” vào phương trình của A2), ta 
_ được toạ độ của N là _16 ) 10 : 
33 
đ) Ai SẠI. 
, „ Trà. „ 2-3 =_-l-2!'` _... 
a4) Toạ độ của M ứng với nghiệm /ứ, /ˆ của hệ Ị Tự . Giải hệ ta 
+=3-íf 
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7v 3 my x2. v¿ —( 11, 12 
được ? = ~—,£ = „- Từ đó ta tính được w=[ sa] 
b) đ¡ có vectơ chỉ phương 11(—3 ; ]). 


Đường thẳng A¡ qua Ä và vuông góc với đ¡ nên A¡ có phương trình tổng quát : 
11) „ 
-Ax+lšiÍy-2]=0 hay 3x— y+9=0. 


Từ phương trình tổng quát, cho x = /, ta được phương trình tham số của A¡ là 


x=f 
y=9+ổi. 


Tương tự, đường thẳng A2 qua ẤM và vuông góc với đ; có phương trình tổng 
x=f 


quát : 2x + y + 2 = 0 và phương trình tham số : 
y=-2-2f'. 


20. a) Có hai điểm A¡(0 ; —1), Aaz(1 ; 2). 
b) Ä⁄B nhỏ nhất khi B trùng với hình chiếu vuông góc H của M trên A. 
A có vectơ chỉ phương #(—2; 2). Vì H e A nên H = (—2 - 2/ ; 1 + 2/). Ta có 


MH =(—5-—2t;20). Do _MH L A nên MH.8 = —2.(—5 — 20) + 2.2: =0 hay 


5 1_ 3 
=—_. V =l=:-=I. 
ta Vậy H l;: ;] 


21. (h. 98) Cách ï. Xét tam giác ABC với phương trình các cạnh 


=2-f 
AB:2x+6y+3=0, AC: |) 


và M(—1 ; 1) là trung điểm của cạnh BC. Khi đó, 


ta có hệ : 
xg + xẹ =~2 () B C 
}pg +yc =2 (2) 
2xp+6yp+3=0_ @) 
lxe =2—t (4) b 
ỳc =† @). Hình 98 


Thay xe, yc từ (4), (5) vào (1), (2) và sau đó kết hợp với (3) ta được / = + 


;„¬_L1,7 ¬—-_(5.3) _ l1... ` , 
.Do đó C = (4:2) Suy ra MC = l':3) = 20 ; 3). Phương trình của 
› - |x=-l+5' 
đường thăng BC là " 
-_ Jy=1l+3/ 
Cách 2. Từ phương trình của A, AC, ta tìm được toạ độ của A và suy ra 
toạ độ của D (D đối xứng với A qua Mì). M là trung điểm của BC và AD 
nên ABDC là hình bình hành, do đó DC//AB. Từ đó viết được phương trình của 
DC và tìm được toạ độ điểm C. Cuối cùng viết được phương trình của MC. 
22. Ta dễ tính được 8 = (2; 1), € = (0 ; 5), trọng tâm Ở = (l1 ; 4), suy ra A = (1; 6). 
Từ đó viết được phương trình các cạnh AB: J* ” **f x=l-f 
ừ đó vi ương trình các cạn : › : 
ó viết được p 8 ; y=6~5 y=6-—r", 
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23.(h.99)A Ai | 2 . Vậy B,DeA. 
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x=-l+2/ 


A có vectơ chỉ phương (2 ;—2) nên phương 
trình đường chéo AC là 

2(œx+l)-2w-—-2)=0<©©x-—-y+3=Ô. 
Toạ độ giao điểm 7 của AC và BD ứng với 
nghiệm / của phương trình : 


-1+21+2:+3=0 r= ~z.. Hình 22 
Vậy ? =(—2; 1). Vì 7 là trung điểm của AC, nên € = (—3 ; 0). 
ABC? là hình vuông nên /D = }B = !A. Do B e A nên B = (—1 + 2¡ ; —20). 
1B = 1A? © (—1 + 2t +2) + (~2r— 1) =(—1+2+(2- 1 
-©(2¡+ 1)Ý=l ©=0 hoặc /=-I. 
Suy ra 8 = (—1 ; 0) hoặc B = (—3 ; 2). 
Nếu 8 = (—1 ; 0) thì D = (3 ; 2), nếu 8 = (~3; 2) thì Ð = (—1 ; 0). 


Đến đây, biết toạ độ bốn đỉnh của hình vuông ABC?D, ta sẽ dễ dàng viết 
được phương trình bốn cạnh của hình vuông là : 


x+l=0; y=0; x+3=0; y-2=0. 


. (h. 100) Dễ tìm được giao điểm M của A và A' có toạ độ là (—6 ; 4). Điểm 


N(-2; 0) thuộc A' và N khác M. 
Đường thẳng đ đi qua N và vuông góc với A 
có phương trình : 

~2(x + 2) + y= 0 hay 2x —- y+4= 0. 


Gọi H = đmA, suy ra ñ~|-Š:3] Do đó . 
toạ độ điểm K đối xứng với điểm N qua H là 
2 16 | 
—s' #J' Hình 100 


Đường thẳng cần tìm là đường thẳng ấ⁄K và có phương trình : x + 7y — 22 = 0. 


. a) Phương trình của A có dạng tổng quát là x - y + 1 = 0. Rõ ràng A, B £ A. 


Xét C(x;x+l)eA, 


§3. 
26. 


s AABC cân tại A © AC” = AB? ©œ (x + J? +(x- D2 =4? +12 


©217+2=17©x _ 
Có hai điểm thoả mãn là C¡ = -LŠ9: _Y. ›*| v0, 3 


° AABC cân tại B © BC? = = BA? ©(œx— 3 +x? =17 
x7 — 3x—4=0<>x=-] hoặc x = 4. 
Có hai điểm thoả mãn là Œ =(—1; 0),C¿ =(4 ; 5). 


« AABC cân tại C © CA? = CB” © (x + 1 + (+x— 1)? = (œx— 32 + x? 


-©x=Œ- 


Có một điểm thoả mãn là C; -(§ =) 


_7 
CA = CB + 


‹> h 
CA = AB X30 


xe=id— 


b) AABC đều © hệ vô nghiệm. 


Vậy không tồn tại điểm C trên A sao cho tam giác ABC đều. 


Khoảng cách và góc 


a) Thay lần lượt toạ độ của A, B, Œ vào vế trái phương trình của A, ta được : 
~1l-3=-4; 2-2.3-3=-7; 3-2.(-6)-3= l2. 

Vậy A, B8 nằm về một phía của A, còn C nằm về phía kia. Do đó A cắt hai 

cạnh AC và BC của tam giác ABC. 


b) Cách 1. Xét M(2y +3; y) e A thì MÁ + MB + MC = (— 6y — 5 ; ~3y ~ 3). 
Khi đó [MẢ + MB + MC| = A|(6y +5)” + (3y +3)” = vj45y? + 78y +34. 


1ZA ¬zD r... v kà v“, 1 
[MA + MB + MỎ| nhỏ nhất ©> 45y” + 78y + 34 nhỏ nhất © ý = —T.. 
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N2 va _(19_ 13 
Từ đó ta ìm được M = LẬP: B) 


Cách 2. Do MA + MB + MC = 3MG (G là trọng tâm tam giác ABC) nên 
MÃ + MB + mở nhỏ nhất © |wơ] nhỏ nhất ©> M là hình chiếu vuông 


19_ 13 


góc của G trên A. Ta tìm được M = lạ ;— s] . 


27. 
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15` lŠ 
a) AB = (2;1), AC = (—1;2). AB và AC không cùng phương. Do đó A, B, 
C không thẳng hàng và là ba đỉnh của một tam giác. 
b) Phương trình đường thẳng AB : x - 2y -2 = 0. 
Phương trình đường thẳng AC : 2x + y - 4= 0. 


Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là : 


x—-2y_-2 _ +.x1ờy-4 4 NHà ng: q) 
I2 +22 422 +12 3x—-y-6=Q0.. (2) 


Thay lần lượt toạ độ của 8 và C vào vế trái của (1) ta được : 
4+3.1-2=5; 1+3.2-2=5, 

Do đó B, C cùng phía đối với đường thẳng có phương trình (1), vậy phương 

trình đường phân giác trong của góc A là 3x — y — 6 = 0. 

c) BC = (~3; 1). Phương trình đường thẳng BC là x + 3y — 7 = 0.. 

Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc 8 là 
x-2y-2 _„x+3y~7 TS (42-1)x-(2\2+3)y+7-22 =0 @) 
dÊ+22 J+3 [2+Dx+G-2/5)y-7-24/2=0 4 

Thay lần lượt toạ độ của A và C vào vế trái của (3) ta được : 

@2—Ð.2+7-2/2 =5; (2 ~19.1- (2\2 +3)2+7- 22 = -5\2. 
Suy ra phương trình đường phân giác trong của góc ?Ö là 


(2 ~1)x—(2A2 +3)y+7- 22 =0. 


Tâm ƒ của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân 
giác trong. Toạ độ của ï là nghiệm của hệ : 
v 5+242 
3x-y-6=0 _'Y 
° 2+ 2 
(J2 ~1)x-(2V2+3)y+7—24/2 =0 3 
M 


2+2 
Vậy ï= §+2V2, 3D] 
2+42 `2+42 


28. Xét tam giác ABC với phương trình các cạnh của tam giác như đã cho. Khi 


đó, toạ độ các đỉnh của tam giác là nghiệm của các hệ : › 
x+2y=0_ jJx+2y=0 j|2x+y=0 
2x+y=0_ |x+y-I=0` x+y-l1I=0. 


Giải các hệ này ta được toạ độ các đỉnh tam giác là (0; 0), (2; —-1); (—1; 2). 
Giả sử A = (0; 0), 8= (2; —1); C=(—1; 2). Suy ra 

AB = (2;— 1), AC = (—1; 2), BC = (~3; 3). 

AB = AC = v5 nên tam giác ABC cân tại A. 


COS Á = cos(4B, AC) -—_zC)+CĐ2_ _ 4 A ~14398' 


——— s7 —— —> 
422 +1222 +22 3 
= B=€ x18°26'. 


29. A có phương trình tổng quát : x + y + 1 =0. Do đó 


=42. 


|[1+2+]| _— 2 


2+1 M2 


Đường tròn tâm A tiếp xúc với A nên có bán kính R = v2. Diện tích của 


4(A;A)= 


hình tròn này là § = zRŸ = 2z. 
30. Hai điểm M và N đối xứng với nhau qua A khi và chỉ khi có hai điều kiện : 
— Trung điểm ï của #N nằm trên A ; 


- Vectơ MN là vectơ pháp tuyến của A. 
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Từ đó ta được các điều kiện sau : 


X¡ +2 yị +2 z 
na ]+|*;> J* 0 


b(%; — Ä¡) — đ; — y¡) = 0. 


. a) Ta tìm được toạ độ các đỉnh của tam giác ABC là : A(1 ; 5), B(—3 ; l), 


cC@ ; -2). 
Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là : 
X2e›/Eueu:REN SUEu2i<8/2 mm OP Y Ta 
Ñ2 — N49+1 5(x—y+ 4) =~Œx + y— 12) 
x+3y-l6=0 () 
là -y+2=0 (2) 
Thay lần lượt toạ độ của 8 và C vào vế trái của phương trình (1) ta được : 
-3+3—- l6=-l6; 2—6-16=-20, 
suy ra 8 và C ở cùng phía đối với đường thẳng có phương trình (1). 


Vậy phương trình đường phân giác trong của góc A là : 3xT— y + 2 = Ö. 
b) Thay lần lượt toạ độ của Ó vào vế trái phương trình của ĐC, AC, AB 
ta được : 


4; -12; 4. 
Thay toạ độ của A, 8, C lần lượt vào vế trái phương trình của ĐC, AC, AB ta được : 
3+5.5+4=32;  7.C3)+1-l2=-32; nn. 


Như vậy : Ó và A nằm cùng phía đối với BC ; O và 8 nằm cùng phía đối với 
AC ; Ó và C nằm cùng phía đối với AB. Vậy Ó nằm trong tam giác ABC. 


._a) Đường thẳng A đi qua A(-2 ; 0) có phương trình : 


œ(x+2)+/y=0_ hay ax + y+2œ=0 (27+ /Ø z0). 


Ta _ + 3/| | |z + 3/| 
A tạo với đ góc 45” © cos45° = NH.a.. ‹Ý—=== ` -- 
\ø? + Ø?10 v2 \œ? +? A10 
tý: Số 


©5(z2 + Ø2) = (œ +3)” © 2ø? -3aœ8-2Ø? =0 Ì 
œ=-3. 


3. 


Với z= 2Ø, chọn Ø= 1, z= 2, ta được đường thẳng A¡ : 2x + y+4=0. 

: | ` ; 
VớI ø = _58. chọn Ø8 = -2, œ= 1, ta được đường thăng A; : x - 2y + 2 =0. 
b) Gọi (2 ; b) là vectơ chỉ phương của đường thẳng A cần tìm (a2 + bŸ z 0). 


đ có vectơ chỉ phương ÿ = (3 ;— 2). 


3a — 2b 
A tạo với 4 góc 60° khi và chỉ khi cos60° = Ba - 2| 


— v32+22la? + b2 
| |3 - 22| 


© ==—————c>I3{2ˆ + bˆ) = 4(3a - 2b)? 
2 X13.a? +Ðˆ? 


© 23a - 4§ab + 3bˆ = 0 


24-— 4507 
-“—=}”b 
c 23 
„22+ V50T , 
s 23 
Với a= 3-50 chọn b= l,a= 34-507 ta được đường thẳng 
23 23 
vả-1,22= V507, 
AI: ` 23 - 
y=2+t. 
Với a - 24† v5” ¿chọn b= 1l, 4 -21v50! ụ được đường thẳng 
23 23 
+} 2411507, 
Az: 47T 23 
y=2+t. 
x=2+ií 


" có vectơ chỉ phương (2 ;— 2), đường thẳng 
y=l- f : 


Đường thẳng A; : 
As: 3x + 4y + 12 = 0 có vectơ chỉ phương (4 ;- 3). Góc giữa Ai và Aa 
bằng 45 khi và chỉ khi 

|4z + 6| 1 _ Jz+6| 


\a?2 +2?24? +3? 2_ ã\a +4 


cos459 = 
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2 
© 25(42 + 4) = 2(4a + 6? ©œ 742 + 96a ~ 28 =0 © |“ 7 


: a = -14. 
Có hai giá trị cần tìm là ¿ = 7 và a = -14. 
34. a) Đường thẳng A đi qua A(I ; 1) có phương trình : 


zœ-1)+ @-~ 1) =0 hay + ®& -z—/= 0 (2` + / z0). 
lœ +6/- ø - Ø| 


© 61 + 20ø) =0| 


Ta có đ(B;A) =2 © =2 (2+5)? =4(a? + 8”) 


8=0 . 

21/ + 20ø =0. 

Với Ø=0, chọn ø = l1, ta được đường thẳng A¡ :x— l =0. 

Với 21 + 20ø = 0, chọn øz= 21, đ= —20 ta được đường thẳng A; : 
21x~20y—1=0. | 

|8x - 6y - 3| 


X64 + 36 


b) M(x; y) e A>đ(M: đ) = 5 > =5 c8§zx-6y—5=+51. 


Vậy có hai đường thẳng cần tìm là 
Ai: 8x-6y+45=0_ và Az: 8x-6y-55=0. 

35. Đường thẳng A đi qua A có phương trình : øx + /@ - ø—~/8= 0 (27+ / # 0). 
Từ giả thiết đ(B ; A) = 4(C ; A), ta tìm được ø = -4/ hoặc 3ø + 2Ø =0. 
Suy ra có hai đường thẳng thoả mãn bài toán là A; : 

4x-y-3=0 và  A;:2x-3y+1=0. 

36. a) Đường thẳng 4B có vectơ pháp tuyến 7¡(1 ; 2), đường thẳng BC có vectơ 
pháp tuyến 7>(3;— 1). Đường thẳng AC qua M nên có phương trình : 
a(&~1)+ jy+3)=0 (2 + z0). 

Tam giác ABC cân tại đỉnh A nên ta có : 
| - 2| Jäz - đ 


cos(AB, BC) = cos(AC,BC) © ——————Ƒ——— ~ _————————— 
© v2? + Ø2 = 15a - Ø| © a” + Ø? = 5(3ø — Ø3” 
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© 22a7 - 15z8 +2? =0 © 


œ =TT8. 


Z: | ; 
VỚI ø = 2, chọn 8= 2, œ=l, ta được đường thăng AC : x + 2y+5=0. 
Trường hợp này bị loại vì khi đó đường thẳng AC song song với đường 
thẳng AB. 
Với ø = 1.2, chọn = 11, œ= 2, ta được đường thẳng AC : 2x + Ily + 31 =0. 


b) Hãy viết phương trình đường thẳng A đi qua Ä⁄ và vuông góc với mỗi: 
đường phân giác của các góc tạo bởi A; và Aa. Ta tìm được hai đường 
thắng thoả mãn bài toán là: 3x + y — 5 = 0 và x— 3y — 5 =0. 

37. a) Lấy MŒọ ; yọ) thuộc A¡, suy ra xe + byạ + c =0. Kí hiệu đ(A¡ ; A2) là 
khoảng cách giữa hai đường thẳng song song A; và A›. Khi đó ta có : 

|axp + byn + d — l — d 


Na” +b? ma 


b) Phương trình đường thẳng A2 song song với A¡ và A› có đạng : 


đ(AI ;Á;) = đ(M;A¿) = 


ax+by+e=0O(£e#zc,e+zd). 

Áp dụng câu a) fa có : 
c_—é de 
việc ; đ(A¿ A) 
Aa cách đều hai đường thẳng A; và A¿ khi và chỉ khi 
c=đ (loại vì Ai . 
4(At;As)=đ(A;;A+) © le=a|=ld—d] © „_Ăc+ả 
2 


c+a 
2 


Áp dụng : Đường thẳng song song và cách đều hai đường thẳng đã cho có 


=0. 


Vậy phương trình của Aa là 2x +by + 


phương trình : 


-l10+1 
2 


-3x + 4y + =0 hay -âx + 4y — 2 =0, 
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38. 


- 1x+4)+7w—5)=0«©x+7y-31=0. 
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(h. 101) Cách 1. Xem bài 23, chương II. 

Cách 2. Nhận thấy A £ A: 7x— y+8=0. 
Vậy B, De A. 

A có vectơ chỉ phương: #(1 ;7). Phương trình ˆ 
đường chéo AC là : 


Toạ độ giao điểm 7 của AC và BD là nghiệm 


Hình l0I 
của hệ phương trình : 
x= : ì 
7x-y+8=0 —3 " 
..ỷ hay 2, Vậy I= [~š ; ?] Suy ra toạ độ của Œ 
x+7y-31=0 22 : . 


là (2 ; 4). Vì ABCD là hình vuông nên AC tạo với các đường thẳng AB và 
AD các góc 45°. Đường thẳng đ qua A(-4; 5) có phương trình : 

a& +4) + Ø(y — 5) = 0 hay øx + Ø + 4ø~ 58=0 (o2 + BỶ # 0). 
|z+7/| 


M50.|øˆ +? 


d tạo với AC góc 45” khi và chỉ khi cos45” = 


—4 
¬....5 © 12ø? - 7z8 - 128? =0œ 3£ 
42 !50.|a? + Ø7 : 24 =3. 


n 4 ; 
Với ø = 38: chọn 8= 3, # = 4, ta được đường thẳng đ¡: 4x + 3y + 1 =0. 


. 3 : 
Với ø = 1Ø. chọn 8=~ 4 , œ=3, ta được đường thẳng đ;: 3x — 4y + 32 =0. 
Lấy phương trình AZ là 4x + 3y + 1 = 0 thì phương trình của AD là 
| 3x T— 4y + 32 =0. 
Do đó ta viết được phương trình của CD và BC lần lượt là : 4x + 3y — 24 = 0 
và 3x — 4y + 7 = 0. (Lấy phương trình AD là 4x + 3y + 1 = 0 thì phương . 


trình của AB là 3x — 4y + 32 = 0 và ta cũng có kết quả tương tự). 
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39. 


40. 


41. 


- phương ứ =(l1—-m; m- 2). 


(h. 102) Kẻ AH L CN, AK L BM. Gọi Ai, A; Ậ 
theo thứ tự là giao điểm của AH, AK với 


BC. Khi đó H là trung điểm của AA¡, K V * 
là trung điểm của A4¿. Ta tìm được toạ 
độ của Á¡ và 4. Từ đó viết được phương mm 4a C 
trình cạnh BC là y + 1 = 0. 
Hình 102 


a) Dễ thấy P, @ nằm về một phía đối với đường thẳng A. Gọi P' là điểm 
đối xứng với P qua A, khi đó : - 
MP + MO >PQ. Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi M, P”, Q thẳng hàng. Ta tìm 
x=5-—íf 

. Từ đó tìm được Mí = (0; —1). 
y=Á4-í 
b) Ta có |NP — NQ| < PQ. Dấu " = " xây ra khi và chỉ khi N, P, Q thẳng 
hàng. Vậy N chính là giao điểm của đường thẳng PQ và A. Ta tìm được 
N=(C-9;-~-19). 
a) A„ luôn đi qua điểm cố định M(xg ; yạ) với mọi m khi và chỉ khi 


được P“= (5 ; 4), phương trình P'Q là \ 


ứm — 2)xg + (m — L)yạ + 2m — 1=0 Vm 

© Œg + yọ + 2}m — 2xạ — Yọ — 1= 0 Vm 

° Ba ĂẲ Mã 
“2*#q— yọ =l=0 %ọ = -3. 

Vậy A„ luôn đi qua điểm cố định ẤM(I ; —3) với mọi mm. 

b) Đặt ƒ(z, y) = ứm — 2)x + (m — 1)y + 2m - ]. 

Am có ít nhất một điểm chung với đoạn AB ©> f(x¿, ya). ƒfxpg., yg) < 0 


c> (m ~ 8)(3m ~ 3) <0 @ 1 < m< 3. 


c) (h. 103) Dựng AH L A„. Ta có AH < AM 
với mọi mm (M là điểm thuộc A„ với mọi mm đã 
nói ở câu a)). Vậy AH lớn nhất bằng AM khi 
và chỉ khi H trùng với Mí hay AM L Am. 


Ta có : AM =(-l;-6), Am có vectơ chỉ 


Hình 103 
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§4. 
42. 


43. 


44. 
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—¬ I1 
AM L A„ © AM.u =0 © —1( — m) — 6(m — 2) = 0 Sm=-—- 


Vậy với m = $ thì khoảng cách từ 4 đến A„„ là lớn nhất. 


Đường tròn - 

a) I—4; 2), Ñ= AT ; d) /5;5),R= v105; 
b)/(5;—7), R=vl5; — e)I4;3),R= vHT; 
c)!4;2),R=1; — ÐI-2;-5),R= 414. 


a) Cách 1. Đường tròn đường kính AB nhận trung điểm 7 của AB là tâm và 
có bán kính R = 2AB. 
Ta có :J = (4; 2),R= 2B = \j\q-— 7)? +(1+3? z:2J34 = v34. 
Phương trình đường tròn là 

(x~ 4)” +(y-— 2)” = 34 hay x” + yˆ— 8x— 4y — 14= 0. 
Cách 2. Điểm MŒ ; y) thuộc đường tròn đường kính AB © AM. BM = 0 
©(Œ&—7)œ&—1)+(y+3)@—7)=0€©x”+y”T— 8x - 4y— 14=0. 
Phương trình đường tròn là x + —8x—4y-14=0.. 
b)x2+yˆ—4x+2y-29=0. - 
Gọi /(x ; y) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Ta có : 


1A? =1B?  [(x—U?+(y-3”=(Œœ—52+(y-6Ÿ 
1A? =IC?  |œx=12+@-—3?=(Œœx-T))+y 


9 
8x+6y = SĨ 1= 
=j” 7 © 2 1= 2,3 
12x—-6y =39 5 212 


2 2 
Bán kính đường tròn : ® = A = DP t3] _ 542, 


Phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là 


_9Ý,(, 5Ÿ _25 
*x=2Jj "|*~2) 2 


lA=IBie 


=A=(-2;3). 


45. Toạ độ của A là nghiệm của hệ 3x+4yT6=0 x=-2 
4x+3y-1=0 y=3 


Tương tự, ta tính được B(2 ; 0), c[š Ủ) 


Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là 
3x+4y-6 _ 4x+3y—L củng () 
32+ 42 442 +32 x+y-]1=0. (2). 


Thay lần lượt toạ độ của B, € vào vế trái của (1), ta được : 2 + 5=7>0; 


1 
4†15>09. 


Vậy (2) là phương trình đường phân giác trong của góc A. 
Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc Ö là 
3x+4y-6 „, 3x-y-6=0 @) 
—=————~ỳ <©= 
5 x+3y-2=0 (4). 
Thay lần lượt toạ độ của A, Œ vào vế trái của (4), ta được : —2 + 3.3 —2=5>0; 
| 7 


T7 =1 <0. Vậy (4) là phương trình đường phân giác trong của góc B. 


Gọi /(x ; y) và r là tâm và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Khi đó 


¬ x+y-I=0 _ 1.1 
toạ độ của 7 là nghiệm của hệ c© => l=|~;-[I. 
x+3y-2=0 _1 2 2 
- 
r=d([; BC) = 5 - Vậy phương trình đường tròn nội„tiếp tam giác ABC là : 


_1Ÿ„(y-1Ÿ 1 
*2) | 2) 4 
4 ^ ⁄4 3:Ä “4 L2) 
Á6. ‹ 0<m<# = A„ không có điểm chung với (). 
4 z 
° m < 0 hoặc mm > + => A„ cắt (). 
se m =0 hoặc m = b = A„ tiếp xúc với (Ó. 
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47. 


_ MN =2MH = 2\R - IH”. 


a) Xét điểm M(x: y). Biến đổi điều kiện 38⁄/A” + MỸ = 2MC” qua toạ độ 


2 
ta được phương trình đường tròn cần tìm (9: Ẹ + ›) +(yT— U = T 
(#Ö có tâm (Š ) , bán kính & = ca 


b) (h. 104) /A < R nên A nằm trong (5. Gọi 
H là trung điểm của MN thì 1H 1 MN. 


Do đó MN min © !H max. 
Ta luôn có /H < !A. Vậy IH max © H =A, tức Hình 104 

là /A = Ẹ ; ¬) là một vectơ pháp tuyến của đường thẳng A cần tìm. Từ 
đó suy ra phương trình của A là 7x — 2y + 7 = 0. | 


. Phương trình đường tròn (9, tâm !{2 ; b), bán kính R có dạng 


(x~ đ)” + @~ ĐỆ = RỂ. 
(Ö tiếp xúc với Ox, Óy khi và chỉ khi |a| = |b| = R. Phương trình của (9 
trở thành 

(x—a)?+(y -b)`= đŸ. 


-a)A@2;=D) e ( = (2 — a)) + (—1 — bỆ = để. | () 
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e Với a = b thì (1) © (2 — a)” + (1 + đa)” = a” © aˆ — 2a + 5 = 0, phương 
trình vô nghiệm. 


e Với a = —b thì (1) ©(2- a)Š+(a~ 1= a” © a”— 6a+5=0 


© a= | hoặc a= 5. 


- Khi ø= 1 = b=~l, R= I, ta được đường tròn (1): (x— 1” +(y+ LÝ = 


- Khi a= 5 >b=~5, R = 5 ta được đường tròn (9) : (x— 5)” + (y + 5)” =25.. 


b) ï thuộc đường thẳng 3x - 5y — 8 = 0 nên 3ø— 5b—8=0. - (2) 
e Với a = b thì (2) © 3a— 5a—8=0«<>a=-4—>b=-—4,R=4. 


Ta được đường tròn (Ấ)) : øx + 4)” + (y + 4)” = l6. 
s Với a = -b thì (2) © 3a - 5.(a) —8§=0€>a=l=b=-lI,R=L. 
Ta được đường tròn (9) : (x~ L)” + (+ D = 1. 
49. Đường tròn (Ấ) tâm /{ø ; b), bán kính R có phương trình : 
œ~aŸ+@-—bŸ`=R”. @) 
(#') tiếp xúc với Ox tại A(6 ; 0) nên ø = 6, |b| = R. Khi đó | 
()©Œœ~6) +(y- b) = bŸ. 
B(Q9;9) e () = (9- 6)” +(9— bì "=b°œb=5—>R=5. 
Phương trình của (9Ö là (x — 6) + (y — 5) = 25. 
50. Gọi /(2 ; b) và # là tâm và bán kính của đường tròn (#Ö cần tìm. Phương 
trình của (SỐ là (x— a)” + (y — b}” = RỶ. 
(#Ö tiếp xúc với A : x —y — I = 0 khi và chỉ khi đ( ; A)= © làm ảnh R. 


_1— 2 2_ 2 
A.b co (1—a)+b=R 
(—a) +(2- b}Ỷ = RŸ 


2 
(a+ ˆ +bŸ ¬_.— (@) 
> 
(a—b-— ĐŸ 


(a~ ĐỶ +(b~2)” =——2 (2) 


Từ (1) và (2) suy ra: (z+Š+bˆ=(a- D+(—2Ở©a=l—b. 
Thay a = l — b vào (2), ta có : 
b”+(b-2)=2b°>b=1=a=0,R= 42. 
Phương trình của (Â là x” + (~— =2. 
51. a) (€ có tâm O(0 ; 0), bán kính R = 5. Tiếp tuyến A đi qua 4, nhận 
ÓA(3 :4) làm vectơ pháp tuyến, nên có phương trình : 


3œx— 3) +4(y—-4)=0 ©3x+4y- 25 =0. 
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Đường tròn ( và tiếp tuyến A được vẽ như hình 105. Các câu b), c), đ), e), 
f) : học sinh tự làm. 


Mẹ 


Hình 105 : Hình 106 
52. (h. 106) (4 có tâm /{z ; b), bán kính Ẩ. Khi đó : 
M(x;y)<A<© IMạ.MạM = 0 ©(Œạ- a4) ~ *g) + (yọ — b)Œ ~ yạ) = 0 
© Œạ~4)~a+a— xạ) + Ôwạ — B)(y — b + b —yạ) =0 
© Gọ~ 4)Œ~ 4) + 0y — b)@ —b) — [Gạ = đ)” + (wọ = ĐỂ]=0 
© Œ6ọ — 4) — 4) + @ạ — b)@ —b) = RỂ. 


53. (Ö có tâm /(1 ; -3), bán kính 8 = VI + 32 - 5 = A5. 


A /j d— A có phương trình : 2x + y + m = 0 (m # —1). A tiếp xúc với (ẾỘ © 
2-3+m 
BE :h ND SG Iị—|=s| 
2? +12 
Có hai tiếp tuyến cần tìm là A¡ : 2x + y+6=0 và A2: 2x+y—4=0. 


m =6 
dŒ;A)=R © 
m = -Ä. 


Toạ độ tiếp điểm M của A¡ với (9 là nghiệm của hệ 
2x+y+6=0 =—l 
y2 = [j Vậy M = (—I ; -4). 
xứ+y -2x+6y+5=0 y =4. 
Toạ độ tiếp điểm N của A; với (9) là nghiệm của hệ 
tb +y-4=0 


=3 
y2 =ỹ Vậy N = (3; ~2). 
xế+y -2x+Õy+5=0 y =~2. 
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34. 


Chú ý. Khi biết toạ độ của M, thì do M và N đối xứng nhau qua !, ta có thể 
tính ngay được toạ độ của N = (2x — x„/; 2y; — YM)- 


a) (WÖ có tâm /(3 ; —1), bán kính ® = 2. 


1A = 4— 3ˆ + (3+ DŸ = 2A5 > R, suy ra A nằm ngoài (9. 


b) A nằm ngoài (`) nên từ A ta kẻ được hai tiếp tuyến đến (9. 
Cách 1. Đường thẳng A đi qua A có phương trình : 

a(x — 1) + Ø(y -3) =0 hay øx + Øy- ø~— 38 = 0(ø? + Ø? z 0). 
|3z—-/#- z -3/ =2 


A tiếp xúc với (#Ö © đ(I; A)= R© 


| 2= 
© |ưz—2/Ø|= \ø?+ ø? © 8/8 - 4z) =0 © F N 
—+3.. 


« Với 8=0, chọn #= l1, ta được tiếp tuyến thứ nhất : x - 1 = 0. 
s Với 8= 3£, chọn z= 3, đ= 4, ta được tiếp tuyến thứ hai : 3x + 4y — 15 = 0. 


Cách 2. s Xét đường thẳng A đi qua A và có hệ số góc &. Phương trình của 
A là: 
y=k(x- l)+ 3 hay kx— y+ 3—k=0. 
|ä¿+1+3- 4 
© ———— - 2 


Yk? +1 


e©|k+2|= Yk” +1 ¬.ˆˆÖÖ... na. 


A tiếp xúc với (Ö © đ(; 4) = R 


¿ 3 
Ta được tiếp tuyến thứ nhất A¡ : y = _.. —])+ 3 hay 3x + 4y-— 15=0. 


e Xét đường thẳng A đi qua A và vuông góc với Óx. Khi đó, A có phương 
trình x = l hay x — l =0. 
IÊU 


A tiếp xúc với (Ö © 4đ ; A) =Ñ © TT 2 ©2=2. Đảng thức cuối 
đúng nên A là tiếp tuyến của (9. Ta có tiếp tuyến thứ hai A; :x— 1 =0. 
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S5. 


S6. 


. Chú ý. Trong cách giải 2, nếu chỉ xét trường sp tiếp tuyến A có hệ số góc thì 


bài toán sẽ mất nghiệm. 
c) Học sinh tự làm. 


a)A: 4x+3y— I1=0. 
b) Có hai tiếp tuyến là A¡ : 4x + 3y + 39 = 0 và A; : 4x+3y—11=0, 


c) Có hai tiếp tuyến : Ái: y= 1. 
A;iy— ó2 ĐI (2) 46 


a) (Ếj) có tâm /ạ(2 ; 4), bán kính Rị = V27 + 4ˆ — 11 =3. 
(Ấ) có tâm 72(1 ; 1), bán kính Rạ = VI” + 1” +2 = 2. 


1 =|R  Rạ|< 1Jạ =G—-2)?+(—4)? =V10 < Rị + Rạ = 5 


_ SUyTa (4) và (@) cắt nhau. 
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b) (h. 107) Theo câu a), (@) và (@) cắt nhau nên chúng có hai tiếp tuyến 
chung. Tiếp tuyến chung A có phương trình : zx+ đy+7z=0 (v?+ Ø >0). 
x : : , đ(I;A)=KR_ 
A tiếp xúc với ()) và (2) khi và chỉ khi t;À) = 
đŒ; ;A) = 


2z+42+7]—; ạp 
Na? +? 

|ư + + | 

\a?+ Ø 


> 2|2z + 4Ø + r| = 3|ø + 8 + r[ 

©4ø+§8+2y=+ (3+ 3+ 3 
y=ữơ+58 

©|_ _ 7z+I1l1Ø 
7E 

— Thay 7= z + 5Ø vào (2) ta có : 

|¿z + 6Z| 


TC CC =2 «©(z+3/)”= d2? + # 
\ø?+ ˆ | 


«© 2Ø8(40+3a)=0<> Ø=0 hoặc 4Ø8=— 


=2 (2) 


Hình I07 


XÃ 


Với đ= 0 (do đó ø # 0), suy ra z= ø. Ta có tiếp tuyến chung thứ nhất 
Ai: ax+ øz=0hayx+]=0. 


Với 4 = —3z, chọn œ =4, 8= —3, ta được 7= —Ill. Ta có tiếp tuyến 
chung thứ hai A;: 4x— 3y— 11=0. 
_ 1 +11 


- Thay yz= s 


vào (2) ta có : 
|2z + 6| 
5ø? + Ø? 


phương trình vô nghiệm. 


=2 ©(ø+ 3Ø)” =25(ø” + /) © 12a? 3z8+ §/# = 0, 


— Vậy đá) và (@) có hai tiếp tuyến chung làÁi:xz+1=0vàA;: 4x— 3y— 11=0. 


Đặt M = (x ; y), ta có k,MAŸ + kạMA§ +... + k„MA? = k 

© [Œ— xU” + ạ(x—x;)° +... + ky —x„}Ÿ'] + [@ — yUÊ + kạ — y;)? + 
..+ &„(y — y„)”]= k 

© (ị +kạ +... + ku)(@ˆ + y) — 2(Kixi + kạxy +... + k„x„)x 


- 2y +kaya +.. -+ &y„)y + kị (x? +y/) +&;(z? +?) +... 


+#m(x2 +y2) =Ä. : q) 
Đặt 2= 6% 1. 1u Xu, „_ Ki TY +. uy, 
l kị +k +... + Kạ Ẻ kị +hạ +...+ kạ › 


c— MO + |) + k2 + V)) +. + &Og + y.) TK, 
kị + kạ +... + kạ 
Khi đó (1) © x” + y”— 2ax~— 2by + e= 0 
©eŒ6-a)®+(y-b)`=a7+bÌ—c. 
- Nếu đ” + bŸ - c > 0 thì tập hợp các điểm # là đường tròn tâm /(ø ; b), 


bán kính R = V42 + b2 —c. 


- Nếu z2 + b”— c =0 thì tập hợp các điểm A⁄ là điểm /(4 ; b). 

- Nếu 4ˆ + bˆ — c < 0 thì tập hợp các điểm M là tập rỗng. 

Chú ý rằng - câu a) của bài 47 chương III là một trường hợp đặc biệt của 
bài này. : 
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38. 


a) Phương trình (Ấ,„) có dạng x7 + y” + 2ax + 2by + e =0 


vớia= !†*2 p9 T4 m+iT, 
2" 2” 
¬N2 2 2 Á 
Ta có ê x0 sc= [2] 2ˆ] -m+I)= “SP” vụ 


với mọi m. Vậy (Ấ,„) là đường tròn với mọi giá trị của m. 


ve m+2 
—” 2x=-(m+2) (I 
b) Toạ độ tâm 7„ của đường tròn (Ấố,) là 2 _J245-0n+2) 0) 
y4 2y=m+4 (2) 
-— _ 


- Cộng từng vế của (1) và (2), ta được 2x + 2y = 2 hay x+ y— =0. 


Vậy tập hợp tâm của các đường tròn (,„) là đường thẳng có phương trình : 


x+y—1=0. 


_e) Gọi M(xo ; yọ) là điểm cố định mà họ (Ấ„) luôn đi qua. Khi đó ta có : 
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Xã + y¿ + Ứn + 2)%g — (m + 4)yp + m+1= 0V m 
c> (xạ — 3g + l)m + xổ + yỆ + 23g — 4g +T= 0 Vớm 
1g —yg+1=0 —@ | 

m- 
Từ (1) suy ra xạ = yọ — 1, thay vào (2), ta được : 


. =0 
Óẹ — ĐỂ + yệ + 20 — D - 4y, +1 =0 © 2y - 4y, =0 © h 2 
h x 30 = 
Với yọ = 0 thì xạ = —1. Ta được điểm M;(—I ; 0). 
Với yọ = 2 thì xạ = 1. Ta được điểm M2(I ; 2). 
Vậy họ đường tròn (Ấ.) luôn đi qua hai điểm cố định là #⁄¡(—1 ; 0) và 


Mạ(1; 2). 


§5. 
59, 


60. 


d)(h. 108) („) không đi qua điểm (xị ; y¡) với mọi mm khi và chỉ khi phương 
trình (ấn m) : (xị— yị + l)m+ nn + Y + 2x¡ - 4y; +1 =0 vô nghiệm 


= 2 


XI + y/ + 21 —4y +1z0 
© 
x¡ # +. 
Vậy tập hợp các điểm trong mặt phẳng toa : 


độ mà họ () không bao giờ đi qua với 


mọi giá trị của zø là đường thẳng A có 
phương trình y = x + 1, bỏ đi hai điểm 
Mị(—1; 0) và M¿;(I1 ; 2). 


Đường elip 
(h. 109) Xét đường tròn (5 tâm Ó, tiếp 
XÚC trong với (é@) tại Mí, tiếp xúc ngoài 
với (2) tại N. Ta có :_ 
ÓÓ; + OÓ;= O¡M - OM + O;N +ON 

= Rị + Rạ không đổi. 
Tập hợp các tâm Ó là elip có các tiêu điểm 
là Ø¡, Ó; và độ dài trục lớn 2ø = Rị + Rạ. 
a) Ó là tâm đối xứng, a” = 25 => a= 5; 
bˆ=1l6=b=4; cẰ=a -bˆ=9>c=3. 
Tâm sai e == =š Độ dài trục lớn : 2z = 10, 
độ dài trục bé : 2b = 8. Tiêu cự : 2c = 6. 
Các tiêu điểm : Ƒ¡(3 ; 0), F;@3 ; 0). Các 


đỉnh : (+ 5 ; 0), (0; +4). 
Elip được vẽ như hình 110. Hình 110 
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2 


2 
b) Viết lại phương trình của elip : “+T~=I. Elip có tâm đối xứng Ó. 
4 
2_ _xr2_Ì _l 2_ 2 ,2_ 3 _ M3 3 
aø=l=a=l,b=+=b=2,€ =a —b =2 =c= 2 ; lâm Sai đ=-— 


Độ đài trục lớn : 2z = 2, độ dài trục nhỏ : 2b = 1, tiêu cự : 2e = 13. 
: 3 ; 
Các tiêu điểm : #; -Š 9Ì hb b 3] Các đỉnh : (+1 ; 0), (0; +2) 


Các câu c), d), e), f) : học sinh tự làm. 


2 2 
Elip (E) có phương trình chính tắc : Ý_ + ”- =1 (>b> 0). 
a 


p2 
a) A(0 ; -2) là một đỉnh > b = 2 ; F(I1 ; 0) là một tiêu điểm => c = 1. 
2_,2 2 cx? y2 
&“=b“+c “=5. Phương trình của (#) là: c†+T=l.. 


b) ¡(7 ; 0) là một tiêu điểm — tiêu điểm thứ hai là : #2(7 ; 0). 


M e (E) = 2a = MF4 + MF; = 4|(—1 + 2)2 +122 + |(1 + 2)? +122 =28 


=>a= 14. 


F(-1; 0) là tiêu điểm — e = 7 = bˆ= a?— c?= 196 — 49 = 141. 
x y Ỳ 


Ph trình F = 
ương trình của (#) là : T06 † Ỷn 


©)2c=6=>e=3;e= Š=Š =a=5, bỀ = a2 — cổ = 16. 
x2 y 
Phương trình E)là —+ —-= 
ø trìn của (P) là s- + 1c l 


2 2 


d)a =4, b= 3 — phương trình của (E) là i1 g=k 


l6 3 
2 12 — 2_ 
eẶ)M,Ne(E)—= j“ ° J2 .=70 
8.9 b? = 135. 
_s+-z=l 
a b 
x2 y2 
Phương trình E —+ ——-I. 
ø trình của (#) là 20 * 15 L 


62. 


mn _- (a+c)—-(a—c) _ 2C _ 

m+n" .4.q+cC+ta-cC 2a 

b) 2z = 768806 — a = 384403 ; 2b = 767746 — b = 383873 ; 
c= Na? —b2 x 20179. - 

Vậy khoảng cách lớn nhất từ tâm Trái Đất tới tâm Mặt Trăng là : 


a)m=a+c,n=a—c > 


a+c 404582 (km) và khoảng cách bé nhất là : ø — c z 364224 (km). 


. dÌ=9—=a=3;b2=1—=b=1;c?=a?2—b2=§—c= 242. 


- Elip (E) có các tiêu điểm : R(242 ;0), FQ@42;0). 


a) Gọi M(x; y) e (E) là điểm cần tìm. Khi đó : 


MF| =2MF ©œa+ex=2(a—ex) x= đc 6c -ậ., _ 
Ị : ˆ _ 3© 4c 242 

2 

2 * 9 _7 ⁄7 

M E)> =Ïl—-—-=]l—-——=_— =‡d——. 
e()=y 9g 7° 9878 7 F"'2B5 
Có hai điểm cần tìm là c3 7 | 

242 ` 242 


b) Gọi W(x ; y) e (E) là điểm cần tìm. Khi đó : RN = (x+2M2;y), 
EN =(x~24J2;y). 


RN LE,N © FN.EN =0 © (xz+2\2)(x- 242)+ y? =0 


©x?—-8+yˆ=0. (1) 
x? 2 : 
NeŒ#)=-o+y =1]. : (2 
¬ 63. ¿1 3J7 | 
Giải (1) và (2) ta được x7 =— và y => =x= + = vày= +——- 
(1) và 2) : g VÀY =Đ 22/2 2.J2 


Có bốn điểm cần tìm là : 


3J7 „1 
2/2 ` 242} 
c) Gọi P( ; y) e (E) là điểm cần tìm. Ta có : 

vn" 
REỆ =FiP)+F;Pˆ~2FP. FaP.cos60°= (P+E,P}? -2RP.F,P~2R|P.F,P 
=4a2~ 3F\P.F;P = Ád”— 3(a + ev)(a — ex) =4a” ~ 3(4” — e x”) = a” + 3e. 
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2 2_ 2A 2 — 
Như vậy 4c2= a2+3.—x? „2= (ŒC =z)4_(48-9)2_ 69 


r2 22 7 38 78 
=x= 69 
_ _262 
2 
..... 
Pe()= y =l gI 2A 24 71T T2 
Có bốn điểm cần tìm với toạ độ là " `. 
242” 2x6 
(h. 111) 
2.2 
MŒ;y) e (E)= + =1; 
a b 
MF\=a+ex, ME; =a-~ ex. 
a) MF4.MF; + OM”= 
=(4+ ex)(aT— e*) +x” + y 
`. c*2x” +x + y2 
2 
=4 +y + x IT= 
a 
2 
=4 +y +b?.CC=a”+y? +b 1T 
a 
b) (MEFI — MEF¿)” = 4e”x”. 
2 
NONÊ—1Ö =6 + Š— VÕ =4 tế = h2 Si] 
a 
p2 
= 4x? lI—== = 4e?x2. (2) 
, a 
Từ (1) và (2) suy ra (ME — MF¿)” = 4(OM” — bŸ). 
c) IM = y'. 
b~ mà _ bV b? 2 
— ; HAI. HAy =—~> (=a — 3)(4— x) = “2 (42 =3?) = bề = 2x? 
a a a a 


2__— _ —Ố 
= bˆ -(bˆ - y?) = y”` => HM”= -2_ HẠ... HA. 
a 


6Š. a)a =9 —a=3, 
bẰ=4—b=2, 
c=a-bˆ=5—=c= v5. 
Các tiêu điểm : 
R.C5 ;0), F( J5 ;0). 
Các đỉnh : (+3 ; 0), (0; #2). 


v5 


Tâm sai : £ = ——-: 
3 


Elip được vẽ như hình 112. — Hình H12 
b) Hoành độ giao điểm của đ và (E) là nghiệm của phương trình : 


2 2 
+ NH vÍ © 13x + 18mx + 9m2 — 36 =0. (1) 


đ và (E) có điểm chung khi và chỉ khi (1) có nghiệm © A' >0 

© 8lư” — 13(9m” ~ 36) >0 © m” < 13 © -—J13 < m < 1. 

Vậy với -4Jl3 < m< 13 thì đ và (E) có điểm chung. 

c) (h. 112) Đường thẳng A đi qua M, với vectơ chỉ phương #(2; b) có dạng : 


=l+af 
[j T8 2+ p2z0), 
y=l+bi 


xa =l+ai ` xg=Ì+ đf¿ 


A,BcA= 


, ,... |J*XAa+*g =2x dŒ, + ty) =0 
W1 tăng điền của AB kh và chỉ tới | A8 mai - 


}A + Yg = 2V bí + í;) = 0 
©n+zs=0 (1) (doz+bˆz0). 

A, B e (F) suy ra í¡, f; là nghiệm của phương trình : 

A(ar + 1)2 + 9(br + 1)? = 36 © (4aˆ + 9b?” + (§a + 18b) — 23 = 0. 

fị tía =0 = 8a + 186 =0 © 4a + 9b = Ô. 
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Chọn z = 9, b = -4, ta được phương trình của. A là : 
: x=l+0®/ 
hay 4x + 9y — 13 =0. 
y=l-ÁẢảí 
Chú ý. Có thể giải bài toán này bằng cách viết phương trình của A dưới dạng 
y = k(x - 1) + 1 hoặc x = l, nhưng việc tính toán sẽ phức tạp hơn. 


Xộ 


- 8) MGp: y0) €E= TỔ + SẺ =1(a>b>0); OM? = xậ + yậ. 


2 2 2 : 
¬-- *X 
Ta có : TÚ + >0 <'0 +29 _1« Xà +ya <4 © OMỸ < aˆ” © OM <a. 
a 


2 
X M * M 2 
+ > + ==l © xZ tổ > bˆ œ OM > b” © OM >b. 
bˆ b “4b 
Vậy b < OM < a. Ta có a = OM khi và chỉ khi yạ = 0, tức là ẤM trùng với' 
các đỉnh trên trục lớn. 
Ta có b = OM khi và chỉ khi xọ = 0, tức là M trùng với các đỉnh trên trục bé. 
b) Toạ độ điểm A là nghiệm của hệ 
œx+ Ø8y=0 


c) Do ÓA vuông góc với ÓB nên phương trình đường thẳng OB là : 
8x — œy =0. B là giao điểm của (E) với đường thẳng + + (—2)y = 0 nên 
áp dụng câu b), ta có 
OB? - a2b?| 82 +2)? ]- a2b2(a? +) 
22Ø2 + b2(-ø)? a2Ø2 + b?z? 
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——— = + -=_-—_—— 
_D 0H OA OB*` a2p2 


: 9 MP = KH c | 


_cc> 


22 2 a2 2 a2 2 2 2 2 
Do đó : — + =2 196 ta thư _ 3 Â: không đổi. 
OAˆ^ OB a?bˆ(ø? + 8”) a?b 
d) (h. 113) Kẻ ÓH L AB. Trong tam giác vuông AOB, ta có : 
1 1 1 a2+b? 


ab 
Na? +b? 
Vậy đường thẳng AB luôn tiếp xúc với đường 
ab 


mi 


=>OH-= 


tròn cố định tâm Ó, bán kính ® = 


Hình 113 


. Chọn hệ trục toạ độ Óxy có : trục Óx đi qua A, 8 ; trục Óy là đường trung. 


trực của AB. Đặt AB = 2a, AD = 2b. Hãy tìm toạ độ của 7/„ và chứng minh 
2 2 

` ` z ` X 

Ï„ năm trên elip có phương trình mo =l. 

Xw' — Xu = k(Xự — Xụ) lM = XM 

|J' — ỲH = k(w — Yw) yM' = kym: 

(Chú ý rằng trong trường hợp này thì x„ = xự = X» y„ = 0). 

b) Tương tự câu a) với chú ý rằng trong phép co về trục Óy thì x„; = 0, 


Xu —~ Yw —~ YM" 


. ®M(x; y) e ( > x+y = 4”. Ảnh M' của M qua phép co về trục Óx 


b #w =3 2_ 2...2 a? 2 
theo hệ số — < 1 là p >a=x +y = xi. + VM: 
” =3 b 


2 2 

ÄM' _.M' _ 
m—— 
a b 


ta "1 
Vậy ảnh của đường tròn X2 qua phép co về trục Óx theo hệ số P <1 là 
elip (E) : 


b) 


2 
_—_ 
+==I. 


® ¬ 
œ 


e Phần ngược lại chứng minh tương tự. 
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2 2 2 
X 3 * 2 2 2 
—+—= — =1; — — 2)“ =4. 
2) +1 l; b) + 1, c)œx—=lY+@—2) 
2 2 2 2 
2+v2-25;: X +} -Ị: > 3 _ 
a)x +y =25; b) 2s TÍỊg l; c) s1 1. 
4 
Đường hypebol 
(h. 114) Kí hiệu Ø,,Ñ, là tâm 


và bán kính của đường tròn (4); 
Ó;, R; là tâm và bán kính của 
đường tròn (2). 

Xét đường tròn thay đổi (9, 


tâm O, bán kính Ẩ. (ŸÖ tiếp 


xúc ngoài với (Ấ;) tại M, với 


Hình l14 


(4) tại N. Ta có : 
00, - O0;| =|(OM + O,M) - (ON + Ø„N)| 
= |O/M - O;N| = |R, - Rạ| > 0 (do Rị # Rạ). 


Do đó Ó nằm trên một hypebol có các tiêu điểm là Ó¡ và Ós. Tâm đối xứng 
của hypebol này là trung điểm của Ó,O;. Lập luận tương tự cho trường 


hợp đường tròn () cùng tiếp xúc trong với các đường tròn (4) và (4). 


a) a2 =16=>a=4; b)=4=b=2; cO=a?+b? =20 =c = 25. 
Độ dài trục thực : 22 = 8. 
Độ dài trục ảo : 2b = 4. 


v5 
c. 


Tiêu cự : 2= 4A5 - tâm sai e= “ = 
a 


Các tiêu điểm : Hj = (—24/5; 0), 


F› = (2A5 ;0). 

Các đỉnh : A¡ =(—4 ;0), A, =(4 ; 0). 

Các tiệm cận : y = +Êy = +1z, 
a 2 


Hypebol được vẽ như hình 115. 
Ð) Viết lại phương trình hypebol : 


XÃ TỊ 
T1 
mén. Hình 115 
—< ........ 
m m " " 
cẰ=g2+p2-.L,1_ mrn _ Jm+n 
m H H H 
Độ dài trục thực : 2a = —2—, độ dài trục áo :2b= -—. Tiêu cự: 2c =2.|”P +", 
dm. Nhà mm 
Các tiêu điểm ; = | — 5 -" ) ¬.- m3 ") 
Các đỉnh : A [ : 0) A -Í 0Ì.e Các tiệm cận : y = LÍ 
, =| -—=; › h = X, 
¬ườớÀ n 


Các câu b), c), d), e) học sinh tự làm. 
242 
. Hypebol (H) có phương trình chính tắc : “— -—=l1(a>0,b> 0). 


a7 b 
a) (5 ; 0) là một tiêu điểm => c = 5 ; (—4 ; 0) là một đỉnh > a = 4. 
x2 y 
b? =c? —aˆ = 25 — 16 = 9. Phương trình của (#1) : Tnnnẽ 
5e 5 cô 25 a +bP 25 
b) 2b = 12 Ạ it =4 ®2 “16 *? . —r: 
2 x2 2 
+36 25 _ y. — 
—2— =1g = 4” = 64. Phương trình của (H1) : s36 “l 
cẶ)a=2;e= œ3 =ŠŸ œe=3. Do đó b2 = c2 ~ a2 =5. 
a 22 
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75. 


. 2 2 
Phương trình của (): == =1. 
đ e=2 œ== 2 «e>c?=2a?©a?+b2 =2a2 ca? =b`— (D) 
25 9 
Ae(H= S--;=l1. (2) 
a b 
x? y 
Từ (1) và (2) suy ra : a” = bˆ = 16. Phương trình của (H) : 1g~ie=l 
36 1 - 
)Pc00,0c0= 142 t2 ¿ je=32 
e)Pe ,Qe€ = 
4 8 - bˆ =8. 
a7 bŸ 
` x? y 
h ình cử cô ——=I, 
P ương trình của (H) 328 
¬_-. y 
(H) có phương trình chính tắc : m——.'ˆ 
a b 
1 x y 
a)a= 2P = l = phương trình của (H) : TT” 1. 
4 
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b) (3; 0) là một đỉnh của (H) > a = 3. Các giao điểm của đường tròn 
ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở với trục Óx là các tiêu điểm của (H). Vậy 
2 2 


c =4; b2 =c2~— a2 =7. Phương trình của (H) : +“! 


c) c = 10. Các tiệm cận có phương trình y = tầm, nên ¬= + SUY Ta 


2 2 2 2 2 
4 , 
— : *` hay = = S Vậy aŸ = 36, bˆ = 64. Phương trình của 
- | 


`... 
“0: sanh. 


d) Phương trình các đường tiệm cận là y = +, Do góc giữa hai đường 
a 


tiệm cận là 60” và hai đường tiệm cận đối xứng với nhau qua Óx, nên có 
hai trường hợp : 


— Góc giữa mỗi tiệm cận và trục hoành bằng 30”, suy ra : = tan30° = - 8 


S|" 


- Góc giữa mỗi tiệm cận và trục hoành bằng 60”, SUY ra : = tan60° = A3. (2) 
346 9 


Ne(Œ)= .-->=l. 3) 
a b 
: 2 2 
Từ (1) và (3) suy ra 2” = 9, bˆ = 3. Ta được hypebol (ï¡) : % _ ® =1, 
: : 2 2 
Từ (2) và (3) suy ra a” = 33, b” =99, Ta được hypebol (H;) : 3 - % =1. 


76. Xét điểm tuỳ ý M(x; y) e (H). Ta có : M e (H) © | — ME;| = 2m 


e| (x+ mỹ +(y + m) — (x— m)Ê + (y— m)?| = 2m 


© (x+ m) +(y + m)Ÿ + (x— m)Ÿ + (yT— m)Ÿ 


~2A(+z + m)ˆ +(y+ m)Ÿ .J(x— m)? +(y— m)? = Am? 


©x+y?`= 


= N + y + 2m + (2mx + 2my).2|x? + y + 2mˆ — (2mx + 2my) 
: 2 2 2 
© (##+z) = (x2 + y? + 2m2] — (2mx + 2my)” cœxy=— 


Chú ý rằng : Với m = ^Í2 ta có hypebol y = = 


TT. (H) có hai tiệm cận là Ái: y= " hay bx— ay=0; 


A2: y= —E x hay bx + ay =Ô, 


x 


2 
Xét MŒx; y) e (H) thì “— — m =1, hay bˆx? - a2y? = aˆb”. Khi đó ` 
a 


|bx — ay| lbx+ay| - px” — 2°y'| a?b? 


a2 +? Va2 + b2 a22+b2  a 2+. 


T8. a) Xét M(x; y). Ta có : 


đ(M; AI).d(M ; A¿) = 


2 
| 
MB =2MH MB? =4MH? © (x~ 1)” +y” = 4(x-z] 


¬..... 


2 
M 
“—=]. 1 
31 Œ) 
4 


®I|s 
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Tập hợp các điểm Ä cần tìm là hypebol có phương trình (1). 
b) Xét NŒ; y) thì AN =(x+l; y), BN =(x—1; y). Rõ ràng x # —1 và 
x# Ï (vì nếu không thì các đường thẳng AN hoặc BN không có hệ số góc), 


do đó các đường thẳng AN và BN lần lượt có hệ số góc &¡ = = r 
2 
__} t4“ 4 _ ỳ__} _ y.B_ 
kạ= TỐT. Khi đó: ky =2© cô voi 2® T29 
x y › 
y=2x⁄-2 © TT + =1 (2. Tập hợp các điểm N cẩn tìm là 
hypebol có phương trình (2) bỏ đi hai đỉnh : (—1 ; 0) và (1; 0). 
x2 y2 
Viết lại phương trình của (H}) : ma 1. 


a?=1—=a=1; b=4—=b=2;c?= a +bˆ=5>c =5; e=<= 45. 
Œ) có các tiêu điểm : # (—\5; 0), F; (V5; 0). 
a) Gọi M(x ; y) là điểm cần tìm. Ta có : 
F.M= (x+ 5: y), F,M= (x~ 15: y). 
RM LF,M © FR.M.FM=0 
œŒœ +5) - J5) + y? =0 ©x? + y?—5 =0 | () 
Me(H)© 4x2—y?2—~4=0 | (2) 
Giải hệ (1) và (2), ta được : x = ty co 
Vậy có bốn điểm cần tìm là : se: + +] 
_ 5 
b) Gọi N(z; y) là điểm cần tìm. W e (H) = |NH - Nạ| = 2a = 2. 
Trong tam giác hịNH;, ta có : 
RE, = RN? + F,N? -2.RN:EN.cosRNE, 
= (RN - EbN)” +2RN.E,N - 2ERN.FN.cos120° 


=4+3EN.EN =4+3.|a + ex.|a — ex| = 4 + 3|a? — e?x? 


80. 


. * y 
(h. 116) MŒ, y) e (H) © .— =Í 


= 4c? =4+3ÌL— 5x?| 4.5 = 4+ 3ÌL— 5x2|e>|L— sx?| = _ 


2 19 "l9 lọ ¬ 
>x = T§ ©x=#+ 1s: Thay x = + 1s vào phương trình của (H), tạ 


H 4 l ⁄ 2 ` : 
tính được y = tực Vậy có bốn điểm cần tìm là: : 2. | 


tịig : tt]: 
c) Do () nhận Øx, Óy là các trục đối xứng, nên ta chỉ cần xét những điểm 
(x; y) của (H) mà : x, y nguyên, x > 0, y > 0, fồi sau đó ta tìm những điểm 
đối xứng với những điểm này qua trục Óx và Óy. 

Ta có : 4x2 — y? ~4=0© (2x—y)(2x+y) =4 (1). 


Do 2+x - y, 2x + y nguyên, 2x + y > 0 và 2x + y > 2x — y, nên từ (1) ta có 
các trường hợp : 


2x-y=1 ˆ _ Í2x-y=2 
@, {7 ” @) 
2x+y=4 2x+y=2 


Hệ (2) không có nghiệm nguyên, hệ (3) có một nghiệm nguyên là : D) : 


Vậy những điểm trên (#) có toạ độ nguyên là : (1 ; 0), (—1 ; 0). 


2 


MR, =|a + =3, ME; =|a — —x|. 
a a 
a) OM?-- MH..MF; = 
2 
_ 2,212 € 2 
=x⁄+y -la .à 
2 
=s tế chế cử [1x3 [>2 
2 2 
_ 2 2 2_.€ 2_ 2.8 2 
=x“+y -=b m3 _. 
= 4? -b,. 
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2 
b) (MR + ME)” = (ME, — ME;)? + 4MR,.MEF; = 4d? + 4|a? -==+? 
, a 
2 
= 442 + 4b? + “—y, () 
b 
A(OM? + b2) = A(x2 + y? + b2) = 4x2 + 4y? + AbŸ 
2 a? 2 ; 2 
=4|a _ +4yˆ+4b 
2 2 
= 4a? + 4b? cu [S 4l = 44? + 4b? tt 2 (2 


Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh.. 
c) NMẺ = ÿ. 

2 ————— 2 „x2 
P_.NA.N; = _ —4)(-x+a)= (a2 — x2) =-b” + —x 
a a a . 


= -b` + bŸ " =y? 
= p2 —=y. 
2 ỷƑ— — 

Vậy NMẺ = ^.. NA). NÀ,. 


2 


¬ 
81. a) (1D): _—= 1 © 5x? - 4y”-20 =0. 


d“=4=a=2; b=5=b=A5; c=a+b°=9—c=3. 
(H) có hai nhánh : nhánh trái ứng với x < -2, nhánh phải ứng với x 3 2. 
Hoành độ giao điểm của (H) và A là nghiệm của phương trình : 

5x? — 4.(x + m)” ~ 20 = 0, hay x” — 8mx — 4(mẺ + 5) = 0. () 
Phương trình (1) luôn có hai nghiệm phân biệt trái dấu với mọi m. Do đó A 
luôn cắt (#J) tại hai điểm M và N thuộc hai nhánh khác nhau. 
Theo giả thiết xự < x„ nên ẤM thuộc nhánh trái, W thuộc nhánh phải. 
b) () có các tiêu điểm Ƒ¡(-3 ; 0), F›(3 ; 0). 


2- Sxy = Sxy - 2 (do x„ 3 2). 


FạN= 2 


“x 
a—_— 
a N 
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, (h. 117) Giả sử M = (xạ; yạ), suy ra 


, (h. 118) 


2+ Sxw 


= ~533w — 2 (do xự < ~2). 


a+<x 
.q M 


3 
FẠN =2F\M © Šxv ~2= 2(~3x„ -2) © 3x + 6x +4= 0 (2) 
Xu + X = Ñm | 
Xw› xxy là nghiệm của (1) nên : yw... G3 
Xu.Xụ = —4n? + 5) 4). 


" ` 4 
Giải (2) và (3) ta được : x„ =¬a — Ñm, Xu = l + l6m. Thay xự, x„ vào (4) 


3 
( 4 4 2 2 
ta CÓ : —s~m 3+ l6m = -4(m“ + 5) © 279m” + 72m - 4l =0 
-12 + 41415 -12+4/ | 
©m= —“TTỶT——: Vậy với m= —“ thì FN =2F,M. 


NW=Œ; - yọ). Do —l < m< 1, m # Ö nên 
—l <#o; yọ < l, xọ # 0, yọ # 0. Ta có : 
Phương trình đường thẳng AM : 


x+l _y 
1g+Í ) 
Phương trình đường thẳng BN : 
x—l 
=- (2). Hình 117 
*o —Ì —o 
Toạ độ (x ; y) của K thoả mãn (1) và (2). Nhân từng vế của (1) và (2) với 
2— 2 
nhau, ta được : S = —— Vì Me (Ố nên Xà + Yậ= 1, suy ra 
#a ~ —g 


x4 —1= -yệ. Do đó x°—l=y” hay +ˆ - y” =1. Tập hợp các điểm K là 

x2 y _ 
hypebol =— —“~ =l bỏ đi hai đỉnh : 
(—1; 0) và (1 ; 0). 


a) Phương trình () : “= — m =1, 


Hình 118 


171 


⁄ ; »-Aria. | ŠM 
Ta có toa độ của Mí và N là : 


lo 


2 

2 z NT " ` x 

Phương trình chung của các đường tiệm cận đ), đ; là : _ + =0. 
a 


= 


Gọi phương trình của A là : 

œx + y+7=0 (2+ z0). 
Giả sử Ø # 0, khi đó, do vế trái của phương trình () và phương trình các 
đường tiệm cận giống nhau nên : 
e Hoành độ các giao điểm P và Q của A và (H) là nghiệm của phương trình 
dạng : 

ax +bx+c=0. 
e Hoành độ các giao điểm M và N của A và các tiệm cận là nghiệm của 
phương trình dạng : 

ax +bx+d=0. 


Gọi !, 7 lần lượt là trung điểm của PQ và MN, thì ta có : xr = x; = _PẺ 


2a 
Suy ra 7 trùng với J. Vậy MP = NQ. 
Nếu Ø = 0, thì A là đường thẳng vuông góc với Óx. Vì (H) và hai đường 
tiệm cận đều nhận Ox làm trục đối xứng nên dễ có MP = NQ. 


b) Gọi ZŒn ;n) (mỸ + n2 # 0) là vectơ chỉ phương của A và kí hiệu P = Œọ ; }ạ). 
Khi đó tồn tại các số í¡, /; sao cho PM = ta, PN = taHi. 
= ^0 + tạm Ñ = *o + tạm 


X = 3o + tịn, N = 3o + lạn. 


M, N thuộc hai tiệm cận của (M) nên /¡, ; là nghiệm của phương trình : 
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2 2 2 2 
—“.=.-_=..-.= .ẽ..h. 


a2 p2 g2 — p2 a2 p2 
2 2 
Rõ ràng ¬.ˆ.ˆ 
a b 
1 a?b? 
Do đó fq.Ía= —>——— = 
._ 12 m2 K: m?bˆ2 — n2a? 
a2 p2 
— ¬2 a?.b? 2-2 . 
Vậy PM.PN = PM.PN = l.f¿.M = ——. + m“) không đổi. 
m“b“ — n“a 


§7. Đường parabol 


84. 


85, 


(h. 119) Kẻ ÓH vuông góc với A và 

kéo dài ÓH (về phía H) một đoạn 

HK =R. 

Dựng đường thẳng A'đi qua K và 

song song với A. Khi đó A' cố định 

và không đi qua Ớ. 

Xét đường tròn (Ế”) tâm ¡ tiếp xúc, 

ngoài với ( tại T và tiếp xúc với A 

tại Mí. Gọi NW là giao điểm của đường 

thẳng /M và A'. 

Ta có: !12=(@T +TI=R+IM 
=IN=d(1;A). 


Hình I19 


Vậy ï nằm trên parabol nhận Ó làm tiêu điểm và A' làm đường chuẩn. 


a) Phương trình có dạng : y = 2px VỚI 2p = 4. Suy ra p = 2. Vậy parabol 
có : tham số tiêu p = 2, đỉnh Ó(0 ; 0), tiêu điểm (1 ; 0), đường chuẩn 


A:x=-—]. 
Parabol được vẽ như hình 120. 


b) 2y)~x=0@ y) =2x 


2p= 3 =p= T Parabol có : đỉnh Ó(0 ; Ô), 


. sẻ 1_ | 
tiêu điềm r[§ ; § 
12 

c) sy? = 12x y? = - s3. 


2p= 2 P= s. Parabol có : đỉnh Ó(0 ; Ô), 
ˆ " 3 l ` 3 
tiêu điểm sỉ 0 |, đường chuẩn A : x = _= 


Ủ) đường chuẩn A : x =—=<: 


Hình 120 
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66. 


87. 


88. 
89. 


_của ÄM trên Ox và đường chuẩn đ của 
_ parabol (P), còn 7 là giao điểm của Óx 
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d)2p=zp =5: Parabol có : đỉnh Ó(0 ; 0), tiêu điểm |§ ; ), 
` ; ữ .. 
đường chuẩn A : x = _ï với œ > Ö. 


Phương trình chính tắc của parabol có dạng y =2px (p>0). 


2 
Phương trình của (P) là yˆ = 4x. 


a) F( ; 0) là tiêu điểm = Ê =1= p=2. 


b) y? =10x ; c) y? =8z. 

d) Từ giả thiết và do (P) nhận Óx là trục đối xứng, nên (P) đi qua điểm 
(1; 4). Suy ra p = 8. Phương trình của (P) là yˆ = l6z. 

a) Kí hiệu (P) là parabol có tiêu điểm # và đường chuẩn A. 

M(x; y) e (P) © MF =d(M; A) © MF? = d”(M;A) 


_(x+y+UŸ 


> (x-2+(y-? 5 


© x”+y -2xy-l0x-6y+9=0. 


Vậy (P) có phương trình : xˆ + yˆ - 2xy - 10x T— 6y +9 =0. 
b) Xét điểm tuỳ ý M(x ; y) e (P), hãy biến đổi điều kiện MF = 4(M ; 4) 
qua toạ độ, dẫn đến phương trình y = ax7 + bx + 
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Phương trình các cạnh của tam giác là: y = c, x— ”= 0. 


(h. 121) Gọi H, M thứ tự là hình chiếu 


và đ. Ta có : 

MF=MM =lH. 

IH =IF+FH =>lH=p+ FM.i 
=p+ MF cosœ 


p 


=> MF = ————- 
l1—-cosø 


Hình I21 


Do (FN, ¡) = 180 - z nên tương tự như trên, ta cũng có 


NFE=——_P_ __ P, 
1— cos(180°—-ø)  l+coSứ 
| 1 l-cosz l+cosz 2 . 
b)——+—_—-=_—_—„_ ~x 3” _“* ï 
) FM + EN P + P P không đổi. 
2 2 
c) FM.FN=——P__—P_ . PP _ẶP 


l-cosơ l+c0đ |-co2z sinz 
FM.FN có giá trị nhô nhất © sin? øz lớn nhất © sinø = 1 © A L Oz. 
, (h. 122) Gọi ! là trung điểm của MN còn M,, I', N' theo thứ tự là hình chiếu 
vuông góc của M, /, N trên A. Khi đó 
HH =<2(MM*+% NN)= 2(MF + NF) (I) 


(do M, N e (P)). 
Vì đường tròn đường kính MN (tâm là ?) 
tiếp xúc với A nên 


lII'= MN. (2) 


Từ (1) và (2) suy ra MN = MF + NF. Vậy 
M, F, N thẳng hàng. Hình 122 


, (h. 123) Phương trình đường thẳng AB : x - 2y — 3 = 0. 


Vì ẤM(z ; y) nằm trên cung AB của (P) nên —1 < y < 3. 


1 x—2y-3 
Ta có: Sựag = 2AB.A(M ;AB) = 2-(9- U?2+(@+1Ÿ Jr=2»—3- 


12+22 
= 2|x—2y -3|= 2|y? - 2y -3|. 


Ta có f(y) = yŸ -2y—3 =Œœ - )Ÿ -4>-4. 
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92. 


93. 


Suy ra ƒ{y) nhỏ nhất bằng —4 khi và 
chỉ khi y = 1. Mặt khác, —1) =2) =0. 
Do đó trên đoạn [—1 ; 3], hàm số 
ly?—2y—3]| lớn nhất bằng 4 khi và 
chỉ khi y = 1. Vậy Sa; lớn nhất bằng 
§ khi và chỉ khi M = (1 ; 1). 


Hình I23 
(h. 124) Chọn hệ trục toạ độ Óxy thích 
hợp sao cho parabol (P) có phương 
trình : yŸ = 2px (p >0) và A = (4; 0). 
Đường thẳng A đi qua A có phương 
trình : x- a)+ @&=0 (3 + /# +0). 
Khi đó tung độ các giao điểm của 
đường thẳng A và (P) là nghiệm của 
phương trình : 


2 


SẾT: + đy ~ ơa =0 bó: 124 


© ay? + 2py - 2pza =0 — (l). 

Rõ ràng ø #0, vì nếu œ= 0 thì đường thẳng A trùng với trục hoành và 
chỉ cắt (P) tại một điểm. 

2paữa 


=2 : 
NI b plal 


Do đó |v|-|yv|=|Yw-xÌ = 


Chọn hệ trục toạ độ Oxy sao cho Ó trùng A, AB nằm trên tia Óx, AD nằm 
trên tia Óy. Đặt AB = a,AD =b. Hãy tìm toạ độ của ï„ và chứng minh ï, 


nằm trên parabol có phương trình dạng y = 2px VỚI p>0. 


§8. Ba đường cônic 


94. 
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a) Đây là elip có c2 = a” — bŸ= 4= e =2, ta có các tiêu điểm : F= (—2 ; 0), 
2 


F¿=(2; 0); các đường chuẩn : x = _= = +4. 


95. 


b) Đây là hypebol có cˆ = a + bˆ = 35 = c = A35, ta có các tiêu điểm : 


2 
Fị=(—35; 0), F; = (^Í35 ; 0) ; các đường chuẩn : x = so LỆ TS 


Ã 

c) Đây là parabol có p = 3, ta có tiêu điểm Ƒ = § ; ) : đường chuẩn : x = -Š 
a) Gọi MŒx ; y) thuộc cônic. Khi đó ME = e.d(M ; A) c MF” = e2. (M ; A) | 
©(Œœx—3)”+(y— DÊ=x©yÏ— 6xT— 2y + 10=0. 


3 
b) Z'+y +2x—8y+11 =0, 


c) x + yˆ — Áxy + 4xT— 10y — 29 =0. 


đ) 2x2 — 7y” + 12xy + 24x + 32y + 62 =0. 
2 2 


96. (h. 125) Xét hypebol (H) : “- - “z = I. (H) có: 
a b : 


Các tiêu điểm : F¡(cc ; 0), F;(c ; 0). 
Các đường chuẩn : 
a a 


đdịvX==—=>~—¿ 
e C 


a 
đạ:x=—= 
z € 


Các tiệm cận : 


b x. 
Ai S0 XP 0e núi CÓ Hình 125 
b x_ y 


? 
: b 
Gọi H = đ; © A¿. Suy ra toạ độ của H băng l : #) 


2 VÀ 

ST T= b 

Do đó 5ñ =[€ : 3|: HE, -|-#-#] 
lđ e lđ 
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97, 


Vậy ÓH 1 F;H. Do (H) nhận Óx, Óy làm các trục đối xứng và AI, A; cũng 

nhận Óx, Óy làm các trục đối xứng nên ta suy ra điều cần chứng minh. 

(h. 126) Gọi 7 là trung điểm của AB; A', 

B, 7 lần lượt là hình chiếu của A, Ö, 7 
2 

trên đường chuẩn đ; : x = = 

Ta sẽ chứng minh : 

H'» = © AA' + BB' > AB. 

Ta có : 

AB =AF +BF_=e.AA' + e.BB' | Hình 126 

e(AA'+BB) < AA'+BB =2II 

(do e< 1). Suy ra điều phải chứng minh. 


98. (h. 127) Làm tương tự như bài 97, ta cũng được : 


AB =((AA + BB) > AA + BB = 2]I. Vậy đường tròn đường kính AB luôn cắt 


` 2 ạa 
đường chuẩn đ : x= —. 
€ 


Hình 127 Hình 128 


99, (h. 128) Gọi A', Ø' thứ tự là hình chiếu của A, 8 trên đường chuẩn A của (P) ; 


.F là tiêu điểm của (P). Ta có : A, B e (P) > AF = đ(A ; A) = AA', 
BF = á(B; A) = BB.. Suy ra ÁAF + BF ~ AA' + BB' = AB. 
Vậy A, B, F thẳng hàng hay Að đi qua #. 
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ElÏbèi tạp ôn tập chương III 


_ —— 
109.4) AB = ý + ĐỀ +(2~ ĐỶ = v7 ; AC= (cz*) ¬... 


2 
| v85 
BC = ;ÍÌ  =— -1-2) =—-. 
| l 2 ) - 
2 2 2a_ 95 ˆ . 
BCˆ = AB“ + AC =7 AABC vuông tại A. 


Các câu b) và c) : Học sinh tự giải. 


+Í — 2 
101.a) Tacó: D=| ” _ = m2 +1, 
] m_— Ì 
—2 —/#m- ] 2 
D,= 2| = 3m“ - ], 
m—] —Ứn 
—m—Ì  m+] 3 2 
D, = 2 =m +m-m_—] 
—m ] 


D = m + 1 #0 với mọi m nên A, và A; luôn cắt nhau và giao điểm K của 
chúng có toạ độ 


D„_ 3m2 —] 
xXx=—-= 
D mì +] 
Dy mÌ+m”=m-—] 
 =“——=— ăẦ~--'" 
D m”+] 
3m? —I A | 
bọ Ke@Oy< —=0€© 3m“ -1=0c©m=+—=. 
mĩ +1 13 
102. (h. 129) 
a) Phương trình đường thẳng AB : 
x.y 
Z+* =1, 
ba 


Phương trình đường thẳng AC : 


# „3-1. 
e a 


Hình 129 


Toạ độ của điểm Mí là nghiệm của hệ phương trình : 


XS =b-P 
bTa=*Ì suyra x=P 
y=m y=m 

hay M = [b= min] 


kã . ` _ kả ^ˆ + — 
Toạ độ của điểm N là nghiệm của hệ : c  đ 
y=ứm. 


C 
Suyra J*=“~ø“ hay M =[c =Sm in] 
yữ 


b) NÝ' có toạ độ [ — =m .0) Giả sử Ï = (xạ; yọ), khi đó ta có : 


b+c B+c 
X*oT— 


2 2a 


m 
Jo—2- 


(1) chứng tỏ 7 thuộc đường thẳng có phương trình tham số : 


_bt+c_brC 
2 2a 
m 


2 


với m là tham số 


(1) 


(2) 


Vì các giao điểm M và N chỉ tồn tại khi 0O < m < z nếu ø > 0, hoặc 0 >> a 
nếu ø < 0, nên tập hợp các điểm ï là một đoạn thẳng thuộc đường thẳng (2) 


ứng với nằm trong đoạn [0 ; z] nếu z > 0, hoặc [z ; 0] nếu z < 0. 


103. a) (SỐ có tâm /(4 ; 3), bán kính R = 2. Dễ thấy toạ độ của ÄM⁄ thoả mãn 
phương trình của (@ nên M nằm trên (9. Ta cũng viết được phương trình 
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tiếp tuyến của (#Ö tại M là yT— 5 = 0. 


b) Đường tròn-(*) đối xứng với (@ qua đường thẳng A : y = x khi (#*) 
có bán kính bằng 2 và có tâm 7' đối xứng với ï qua A. Ta tìm được ï' = (3 ; 4) và 


viết được phương trình của (#”) là (x — 3)” + (y - 4) = 4. 


104. (h. 130) Giả sử 7T = (xị ; yụ), Tạ= (; ; y;ạ). Đường tròn (# có tâm Ó(0; 0), 
bán kính K. Phương trình tiếp tuyến MT; có dạng x¡x + y¡y = RỶ và tiếp 
tuyến M7; có dạng 

X¿X + y2y = RẺ. 

Xi#o + = R 

MMidMeMS _— 
X2#g + yayạ = Kí. 

Suy ra (2) ; yị), (Xa ; y2) là các nghiệm 

của phương trình xạx + yạy = Fˆ.() 

Vì nằm ngoài (SỐ nên Xã + Yạ >0, 

đo đó (1) là phương trình đường thẳng. 


Vậy phương trình đường thẳng 7/7; là 
2 

Xọx + yạyT— R“= 0. 

b) s Xét trường hợp đường thẳng cố định đ có phương trình dạng : 

x=a (|a| > R). Khi đó M = (4 ; yạ) và phương trình Tạ là ax + yạy - R” = 0. 


Hình 130 


2 

Dễ thấy đường thẳng T;7; luôn đi qua điểm cố định lễ: "| 

e Xét trường hợp đường thẳng đ có phương trình dạng y= kx +øm. Do đ không 
cắt Ấ) nên z #0. Ta có ÄM = Œo ; &xạ +). Phương trình đường thẳng T¡7; là 

xgx + (xạ + m)y — RỶ = 0 hay xạ(x + ky) + my — R2 =0. 
Ta tìm được điểm cố định mà đường thẳng 7¡7; luôn đi qua là 
—kR” . R” 
mềm] 


105. a) Gọi m, n thứ tự là các khoảng cách từ điểm viễn nhật và điểm cận nhật 
đến Mặt Trời. 


Khi đó tâm sai của quỹ đạo Trái Đất là : 


1T 1 
.c 2C_(g+€)—(a-=c)_m=n_— m__ 61_ 1 
— 2a a+c+a-c m+n - n 59 60” 
l+— l+—_ 
m 61 
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âm. | c 
_ se=-L-C€_ 1L __€ — _—.— 1550000. 
b) Theo câu a), ta có e 60 ø 60 93000000 ˆ” 


Khoảng cách gần nhất giữa Trái Đất và Mặt Trời là : 
a —c = 91450000 (dặm). 
Khoảng cách xa nhất giữa Trái Đất và Mặt Trời là : 
: + c =94550000 (dặm). 
106. (h. 131) 
a)a°=4=>a=2;b = I—Eb=I; 
c=a =b =3Sc=43. 
(E) có : 
Các tiêu điểm #(—A3;0), Bo: 0). 
Các đỉnh A¡(—2 ; 0), A2(2 ; 0), 
B¡(@; -1), B;(0; 1). 
3 


. lộ 
Tâm sai e = — = —-. Ninh 131 
a 2 


Các đường chuẩn : x = tC = +, 


TP: 
b) e Phương trình đường thẳng Ai : øx — 4y + 2n = 0. 
Phương trình đường thẳng A2 : mx + 4y — 2m = 0. 
e Toạ độ giao điểm 7 là nghiệm của hệ : 

: tua, : — Í_ 20n=n) ¬ 
Đan ca^ mm VI |] 


c) Phương trình đường thẳng MN : (øð—øj)x—4y+20n+n)=0. 
MỊN cắt (E) tại một điểm duy nhất khi và chỉ khi hệ 

(0 —m)x—4y+2(m+n)=0_ (1) 

X gu —Ị | @) có đúng một nghiệm. 
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(l)>y= 2i — m)x + 2(m + n)], thay y vào (2) ta được : 
x?+ 4.re(n — m)x + 2(m + n)Ÿ. = 4 


© [Œ —m) + 41x? + A(nỄ — m^)x + A(m + n)” — 16 = 0. (3) 
(3) có một nghiệm khi và chỉ khi A' = 0 hay 
A(n? ~ m2)” — [(n —m)ˆ + 4].[4(n + m)?— 16] =0 


© mm = l. (4) 
sa (5) 
Suy ra toạ độ của 7 là nh TM 
. ".. (6) 
* “mạn mạn 
2 - 2— 2 
8jy =h h 
4 (m + n) (m + n) 
2 4mn ".- 2 ¬ 
(6) => 4y. =————. Do đó — + 4y“ =I. Vậy tập hợp các giao điểm Ï 
(m + n) 4 
V2 v2. 
là elip (E') có phương trình: — +2— =l, 
4 


107. Chọn hệ trục toạ độ Óxy mà Óx đi 
qua A và Ö, Óy là đường trung trực 
của AB như hình 132a. Kí hiệu đ; là 
quãng đường âm thanh đi được từ 
vụ nổ đến thiết bị A, đ; là quãng 
đường âm thanh đi được từ vụ nổ 
đến thiết bị Ö, đ¡ và đ; tính theo 
feet. Khi đó, do thiết bị A nhận âm 
thanh nhanh hơn thiết bị Ö 2 giây 
nên ta có : 


đ, — dị = 2200. (1) Hình 132a 
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108. 
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Các điểm thoả mãn (1) nằm trên một nhánh 
của hypebol có phương trình : 


a7 
Ta có :c= `25U _ 2640, a= “200 ~ 1100, 
2 2 

bŸ =c? ~a” = 5759600. 
Vậy vụ nổ nằm trên một nhánh của. 
hypebol có phương trình : 

"“ 

1210000 5759600 ` 
Nhận xéi. Trên đây ta chỉ xác định được một nhánh của hypebol mà trên đó 
vụ nổ xảy ra, nhưng không biết chính xác vụ nổ xảy ra ở đâu. Tuy nhiên, nếu 
ta dùng một thiết bị thứ ba € để ghi âm vụ nổ thì ta sẽ xác định được một 
nhánh của hypebol thứ hai với tiêu điểm là 8 và C (hoặc A và C). Khi đó vị trí 
của vụ nổ được xác định tại điểm mà hai nhánh trên cắt nhau (h. 132b). 


(h. 133) 
a) 4ˆ =4—>a=2,bˆ=09—>b=3, 


cẰ=a?+b? =13—>c= 13. 
Vậy (H) có các tiêu điểm : H = (-V13 ;0), 
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E; = (13;0), tâm sai e = = =2 
các đường tiệm cận : y = = = tủy, các 


VÀ đi 
đường chuãn : x= +— = ‡+—=. 
` ẻ v13 
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b) Từ giả thiết suy ra A : y = kx, A'`:y= -xx 

e Hoành độ giao điểm của A và (H) là nghiệm của phương trình : 
9x”~ 4kˆxˆ= 36 (9= 4k”)x? = 36. (1) 

e Tung độ giao điểm của A' và (#) là nghiệm của phương trình :' 
9k°y”— 4y” = 36 «> (9k — 4)y = 36. (2) 


A cắt (H) khi và chỉ khi (1) có nghiệm, hay 9—4#!>0< = <k< 3, 


2 
: _ 
A' cắt (H) khi và chỉ khi (2) có nghiệm, hay 9k” — 4 > 0 © › 
| k<-Š. 
<3 

-Š<k<Š _-3<k<-2Z 

Vậy A và A' đều cắt (1) khi và chỉ khi › › ` : 3 

k<—a hoặc k>+ s<k<%- 


c) Gọi A và C là các giao điểm của A và (H) (x„ > 0) ; B và D là các giao 
điểm của A' và (H) (yg < 0). | 


Do (H) nhận Ở làm tâm đối xứng, nên ÓA = ÓC, ÓB = ÓD, do đó ABCD 
là hình bình hành. Lại có AC vuông góc với BD nên ABC? là hình thoi. 


X l. — 
Giải hệ các phương trình của A và (H): 44. 9 1 
| ¬. 
ta được Á = Km 
\o_-4#? \9—4k? 
XÃ cờ DỊ 
Giải hệ các phương trình của A' và (W): 4 f ' 
| ¬ 
ta được B= "mm. 
\9k?—4_ 9k? 4 
Ta có SapgCp = 4SoAp = 2OA.OB. 
(k7 +1 641 +? 
OA?= XÃ +YA _ 69 >(ÔAÀ = ——- 
9—4k 4k”—4 
k?+1 6\j1+? 
OB?= Xs +A - se +9 => OB=-———. 
9k“ˆ—4 9k2 - 4 
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72 + k) 


Vậy SABCD = # }ÿ nh nang 
| \(9 - 4#?)(9? - 4) 


¬. 1 9-4/7+9k2—4 5 
đ) Ta có : 1. Ta T .  n. 7 
OA7 OB?. 36 + &”) 36 
Vậy — lớn nhất © ÓA = OB. 
OA? OB 
à ma lớn nhất © ØA.OB nhỏ nhất © S4pgcp nhỏ nhất. 


Vậy Š¿gcp nhỏ nhất  ÓA = Ø8 © 9 - 4k? = 9k ~ 4 © k= +1. 
Vậy diện tích hình thoi ABCD nhỏ nhất khi các đường thẳng A và A' là các 
đường phân giác của góc phần tư thứ nhất và thứ hai. 
109. a) (h. 134) Gọi M, N là các giao điểm 
của (P) và đường thẳng vuông góc với 
Óx tại F. Khi đó, toạ độ của M, N là 
p 


nghiệm của hệ 2 
y ĐÀ: 


Hệ có hai nghiệm là (#›ø). (#:-p]. 


Vậy MN =|yw| + |yw|= 2p: 


2p` 


2 
b) (h. 135) Giá sử ^-[§ Ì 2-lŠ 


Phương trình đường thẳng ĐC là 
2px - (b +c)y + bc = Ö. (1) 
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AB L AC © AB.AC = 0 (Đ2 ~ a2)(c2 ~ a2) + 4p”(b - a)(c - a) = 0 


©(b+a)(c+a)+ 4p” =0 ©be + a(b +e) + a” + 4p” =0. (2) 


Rút bc từ (2) và thay vào (1), ta được phương trình của 8C là 


2px~ a? -4p” —(b+c)(y+ a) =0 


3) 


Dễ thấy đường thẳng BC có dạng (3) luôn đi qua điểm cố định 


2p 


2 
M| 3+2: m4] 


Bài tập trắc nghiệm chương lII 


1. (C) 
6. (D) 
11. (B) 
16. (D) 
21. (D) 
26. (B) 


2. (B). 

7. (A) 

12. a) (D), b) (C) 
17. (A) 

22. (C) 

27. (A). 


3. (D) 
§. (D) 
13. (C) 
18. (B) 
23. (B) 


4. (C) 
9, (C) 
14. (B) 
19. (D) 
24. (C) 


Š. (D) 
10. (A) 
15. (C) 
20. (A) 
25. (B) 
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BÀI TẬP ÔN TẬP bUỐI NĂM 


A. ĐỀ BÀI 
Cho hình thang ABCD vuông tại A và Ö, AB = AD = 2BC =1. Đặt 


AB =b,AD = d. 


a) Biểu thị các vectơ sau đây theo hai vectơ b và đ : BD, BC, ĐC, AC. 


b) Gọi M là trung điểm của AB, N là điểm sao cho DN = 3DC . Chứng 
minh AN//CM và BN //DM. 
c) Tính diện tích hai tam giác ANB và DNC. 
d) Tính diện tích hình bình hành tạo bởi các đường thẳng AN, CM, BN, DM. 
Cho tam giác ABC . Chứng minh rằng : 
a) a= bcosCf + ccosB ; 
b) sinA = sinÖB cosC + sinCcosổ ; 
c) h„ = 2R sinBsinC ; 
đ) be(b“ — c”)cos A + ca(e” — a”)cos B + ab(a? — b”)cosC = 0 ; 
e) Nếu Hj là trực tâm tam giác ABC thì : 
BC” + HA” = CA? + HB” = AB + HC. 
Tam giác ABC có trung tuyến AA¡, đường cao BB¡ và phân giác CC; đồng 
quy. Tìm hệ thức liên hệ giữa ba cạnh của tam giác. 


“Trên các cạnh AC và BC của tam giác ABC lần lượt lấy các điểm M và N 


sao cho Se= = = = k, trên MN lấy điểm P sao cho > =k. Gọi S, Ñ% 
và Š; lân lượt là diện tích các tam giác ABC, APM và BPN. Chứng minh ` 
WS = ‡S + 6, 

Cho tam giác ABC với BC = a, AC = b và AB = c. Kẻ đường phân giác AD, 
biết b' = DC, c` = DB. Đặt ! = AD. 

a) Tính 7 theo b, c, Ð', c'. 


b) Tính ¿ theo a, b, c. 


Cho đường tròn (Ó ; R) và một đường thẳng đ không cắt đường tròn đó. 
Một điểm 7 thay đổi trên đ. Kẻ tiếp tuyến /T tới đường tròn với 7 là tiếp 
điểm. Gọi (7) là đường tròn tâm ¡ bán kính r = ?T. Chứng minh rằng các 
đường tròn (7) luôn luôn đi qua hai điểm cố định khi 7 thay đổi. 


Trong mặt phẳng toạ độ Øxy cho hai đường thẳng AŒn) và A'(n) phụ thuộc 
vào tham số m, có phương trình lân lượt là : 


A(m): VI— m°x— my =0, 
Atm): VI— mx — (m + 1)y + 1— m =9, 


- trong đó —1 < m < 1. 

a) Chứng minh rằng khi m thay đổi, đường thẳng A(m) luôn đi qua một 
điểm cố định và đường thẳng A'(n) cũng luôn đi qua một điểm cố định. 

b) Tìm toạ độ giao điểm M của A(m) và A'(m). 

c) Chứng minh rằng khi zm thay đổi, điểm M luôn nằm trên một đường tròn 
cố định. 

d) Với giá trị nào của zm thì góc giữa hai đường thẳng Aứn) và Am) 
bằng 602? 

Cho đường tròn (# có phương trình x?+ y? —=4x+3=0. 

_a) Xác định toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn (9. 

b) Viết phương trình đường tròn (€") đối xứng với đường tròn (@ qua 
đường thẳng 4x - 3y = 0. 

c) Gọi M là điểm có toạ độ Mí = (0 ; m). Gọi MT và MT' là hai tiếp tuyến 
của (9). Viết phương trình đường thẳng đi qua bai tiếp điểm 7 và T'. | 
Chứng minh rằng đường thắng TT" luôn đi qua một điểm cố định. 

Cho phương trình : x7 + yˆ— 2mx — 2ứn +1)y + 4m = 0. (1) 

a) Với giá trị nào của m thì (1) là phương trình của một đường tròn trong 
hệ toa độ Óxy ? 

b) Khi m thay đổi, tìm quỹ tích tâm của các đường tròn (1). 

c) Chứng minh rằng các đường tròn (1) luôn đi qua hai điểm cố định. 
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10. 


11. 


Trong hệ toạ độ Oxy cho bốn điểm P(; 2), Ó(-3; 2), R(-3; - 2), §(3; —2). 
a) Viết phương trình elip (E) và hypebol (H) cùng có hình chữ nhật cơ sở 
là PQRS. 

b) Tìm toạ độ giao điểm của elip (E) với các đường tiệm cận của 
hypebol (H). 

Trong hệ trục toạ độ Oxy, cho điểm # = (1; 1) và đ là đường trung trực của 
đoạn thẳng OF. Viết phương trình đường cônic có tiêu điểm Ƒ, đường chuẩn 
đ và có tâm sai lần lượt là : 


a)e= 42 ; b)e=l; ce=-E. 


J2 


B. LỜI GIẢI - HƯỚNG ĐẪN - ĐÁP SỐ 


1. a)BD = AD- AB =d-—b; BC = 2d; DC = BC- BD =2ä~(d—b)=b+d. 


I90 


AC = AB + BC = b+ 2d. 
b) Ta có 


CM = AM ~ AC =2~ (+24) =~P S44, 


b+ả_ b+4d 2¬ 


AN =AD+DN =ả+ 3 =~aCM. 
Vậy CM /JAN. 
nư-az an. b3. b-2äd 
D = — = —_— = 
M = AM 5 ä 5” 
BN = BD+ DN =ảd—b+ TS ~~??*44__*p 
. 3 3 3 
Vậy DM //BN. 

" ` “ Am... `¬ An , N, 
c) e Gọi ø là góc hợp bởi WA và MB, ta có cosø = N 
Theo câu b) tạ có NÁ,Nổ = 2 “6 ÊP + Số - cá 16 _ 


_XU „p_„ 
2 
Vậy: — Scựp = 2MC.MD.sing = —.. = Z- 


d) Do Xí là trung điểm của AB nên hình bình hành cũng nhận các trung 
điểm của NA và Nữ làm đỉnh. Vậy diện tích hình bình hành đó bằng nửa 


diện tích tam giác ANB hay bằng 3: 


2.a) Ta có BC = BA + AC. 


Bằng cách nhân hai vế với BC ta được : 


—2_ —,_—  —.ẻ— 
BC” = BA.BC + AC.BC © đˆ = ca.cosB + bacosC 
<S© a = bcosC + ccosB. 
b) Thay z = 2 sinA, b = 2RsinØ, c = 2RsinC vào công thức cuối ở câu a), 
ta được điều cần chứng minh. 


c) Ta có a.h„= 2§ = = : ——,_Ắ- © hụ„ = 2Rsin BsinC. 
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- Khi đó 


192 


đ) Chú ý rằng 2bccos A = bˆ+c?— 4? và từ các công thức tương tự, ta có : 


bc(b? — c?)cos A + ca(c? — a?)cos B + ab(47 _ b?)cosC = 
= 2L -e?Xb2 + c2 — a2) + 


+ (e2 ~ a2)(c2 + a2 ~ b2) + (a2 ~ b2)(a2 + b2 — c2) | = 0. 


_©) BC“ + HA“ = CA“ + HB“ <> BC CA = BH HA 


© (Bề + CA)(B€ - CẢ) = (BH + HA)(BH - HÀ) 

© BÄ(B€ - CA) - BÄ(Bïi - HÀ). _. 
Nếu ta gọi C' là chân đường cao hạ từ € của tam giác ABC thì 
vectơ BC — CA và vectơ BH - HA có hình chiếu trên đường thẳng BA đều 
là BC` —- CA. Vậy đẳng thức (*) được chứng mỉnh và do đó 

BC” + HA? = CA? + HBẺ. 

Đẳng thức còn lại chứng minh tương tự. 
(h. 136) Ta đặt : CA = ữ, CB = ÿ. 
ñ|= CA = b và |j|= CB =a. Giả sử 


trung tuyến AA; cắt phân giác CC! tại ï, khi đó 
1A _ CÁ _ 2b _ 
lAC CAI 3 


hay là a.1A = 2b.IA,. Vì I nằm giữa A và Ái 
nên đ.lA = ~2b.lA, 
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e a(CẢ - €7) = -2p(€A; ~ 6Ì). 


a.CA + 2bCAI _ gi + by 


Suy ra CÍ = a+2b — a+2b` 


Do đó ta có 
gủ+b ,— ai—(a+ by 


a+2b `” a+2b 
Vì đường cao B; đi qua ï nên BI.CA = 0, hay |z -(a+ b)ÿ |. =0. 


BỈ = CÏ - CB = 


SUy Ta : 
ai” — (a + b)i.ÿ = 0 = a.bŸ — (a + b)abcosC = 0 
= ab? ~56 +b)\(4ˆ” +b?—c?)=0 


= 2ab? ~ a(a? +”? -c?)~ b(a? +? —c2) =0 
= -a(47 ~ bˆ — c?)— b(a? + b2 — c2) = 0 


Vậy ta có liên hệ : a(-a7 +b?+ c^) = b(a? +b”~ c^). 
si. AM _ 

h. 137) Từ giả thiết —— = : 

( ) Từ giả thiế Tra k, ta Suy ra 


AM KV MC_ 1 w 

AC  k+l AC k+l' 
Tương tự như thế : 
NC_ k_ NB_ 1 PM. k 
BC. k+1) BC k+IMN, k+t B N C 
PN _ 1 Hình 137 
MN_— k+1` 


Từ đó suy ra : 


k k k 
SỊ =ŠAp = T+1SAMN = 


3 
1 
Tính toán tương tự, ta có S2 = lrni) `. 


Vậy 


k+I 


(h. 138) a) Gọi (Ø) là đường tròn ngoại tiếp 


z , „ C 
tam giác ABC. Tia AD cắt (O) tại E. Ta có B ¬ 
AD.DE = DB.DC, tức là : 


l Db =bc. Hình 138 
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Dễ thấy hai tam giác AEC và ABD đồng dạng, do đó : 


= = - hay bc =1 (1+ DE) = + 1LDE = ”+ bịc'. 
Vậy ta có  =bc -be hay != vNbc-btc'. 


b) Theo tính chất đường phân giác ta có : 


b`_b 

c 
Từ đó, ta có : 
b_b CC Suy ra b'= ab ch= ạac 
b+c b+ẹc bực bac SỔ _ b+c` bạc” 


Vậy từ câu a), ta có 


— a?bc 
(b+e)? 


!l= ,lbc 


be|(b + e}Ÿ ~ để ] 
b+c 
(h. 139) Từ Ó kẻ đường thẳng 
vuông góc với đ tại H. Hai 
tam giác vuông OHI và OTI 
có chung cạnh huyền Oï, còn 
OH > OT = R (vì d không cất 
(Ó)). Suy ra !H < TT. 
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Vậy đường thẳng ÓH cất đường tròn (7) tại hai điểm A và B nào đó đối 
xứng với nhau qua đ. 


Ta có ƠT. = OA. OB = (OH + HA)(OH + H8) 
c> R? = (OH + HẢ)(OH - HÀ) = OH? ~ HA2. 


Bởi vậy, nếu đặt OH = h thì HA = HB = J2? — R”. Suy ra (I) đi qua hai 
điểm A, B cố định. 


a) Hiển nhiên đường thẳng AŒn) luôn luôn đi qua gốc toạ độ Ó. Phương 
trình của A'ứm) có thể viết đưới dạng : VI — mˆ(x + 1) — (m + 1)y = 0, nên 
Atm) luôn đi qua điểm (—I ; 0). 


b) Giải hệ VI — m2x — my =0 
VI— mỄx — (m + l)y + I—m2 =0 


ta được giao điểm M có toạ độ x=m và y=4l— m2. 


c) Theo câu b), toạ độ (x ; y) của M thoả mãn điều kiện xÌ+ y = 1. Vậy M 
luôn nằm trên đường tròn tâm Ó bán kính 8 = 1. 


_d) Gọi ø là góc giữa hai đường thẳng A(n) và A'(m) thì : 


%ec—— DÍCm +mm+n——- ÑN= mẽ} + mờ + 0 Jm+I- _ TT, 
. Tang 


@ =60” © cosø = 


eo 
| — 
t 


1 
Vậy m=~— +. 
ây m=— 5 
a) Tâm đường tròn là /(2 ; 0), bán kính # = I. 
b) Đường tròn (@\) có bán kính bằng Ï và có tâm 7 là điểm đối xứng với ï qua 


đường thẳng đ : 4x - 3y = 0. Giả sử ƒ = (x ; y) thì vectơ 1 = (œx-~2;y) 
phát vuông góc với vectơ chỉ phương của đ là ⁄ = (3; 4), tức là 3x — 2) +4y= 0, - 


hay 3x + 4y— 6 =0. (1) 
Ngoài ra trung điểm của !Ƒ' là P = Ẹ 5 : 3 phải nằm trên đ, tức là : 
"¬¬.. hay 4x — 3y +8 =0. (2) 
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Giải hệ hai phương trình (1) và (2) ta được toạ độ ?' là x =-5ni y= 25: 


— 14 Ý 48 
Vậy phương trình đường tròn (#")là Ề + s) + ở — 5) = 1. 


c) Hiển nhiên hai tiếp điểm 7 và 7' đều nằm trên đường tròn (1) có đường 


kính là M!. Đường tròn đó có tâm là trung điểm Q của Mĩ, Q = h _) 


2 
và có bán kính r = Q1 = ự! + mn . Vậy () có phương trình : 


2 2 : 
œ~9 +[ -3) =l+== hay x*È+yˆ—2x— my =0. 


Hai tiếp điểm 7 và T' là giao điểm của hai đường tròn (SỐ và (Ấ)) nên toạ 
độ của chúng là nghiệm của hệ : 
x*+y? —=4x+3=0 

l +y? —2x~— my =0.. 
Từ hai phương trình trên, ta suy ra 2x — my —3 = 0. Œ) 
Toạ độ của 7 và 7" là các nghiệm của hệ phương trình trên nên cũng là 
nghiệm của phương trình (*). Suy ra (*) chính là phương trình của đường 
thẳng T7". Đường thẳng đó luôn đi qua điểm cố định 4Š : 0Ì. 


a) Viết (1) dưới dạng : 
(+ — m)`Ï+ (y— m~ L)?= m° + (m + 1)7~ Am = mỸ + (m — 1)Ỷ. 
Vì mÀ + (m— 1)2>0, 
với mọi # nên (1) là phương trình đường tròn với mọi ø:. 
b) Tâm 7 của đường tròn (1) có toạ độ : x = m ; y = m + 1. Suy ra quỹ tích 
các điểm / là đường thẳng có phương trình y = x + 1. 
c) Ta tìm cặp số (xạ; yạ) sao cho 3â + yj — 2mxạ — 2ữm + Dyp + 4m = 0 


VỚI mỌI 7. 


10. 


11. 


Biến đổi đẳng thức trên ta có : 2m(2— xạ - yạ) + x¿ + X4 — 2yạ = 0 với 


mỌi 7. 


Từ đó suy ra : 2 — xạ — yọ = Ú và xạ” + yạ” — 2yạ= 0. Giải ra ta có hai cặp 


số (1 ; 1) và (0 ; 2) là nghiệm. Vậy đường tròn (1) luôn đi qua hai điểm cố 


định A(1; 1) và B(0; 2). 
a) Trục lớn của (E) là 2a = PQ= 6, và trục bé là 2b = QR = 4. Vậy a = 3, 


-b=2. Elip (E) có phương trình 


TẾ VƯ Dị 
9A 
x2 y 
Tương tự (H) có phương trình s4” 1. 
x2 y2 
b) Hai đường tiệm cận của (H) có phương trình chung là _Ï__ 0. 


Giải hệ gồm hai phương trình (của (E) và của hai đường tiệm cận), ta tìm 
được toạ độ của bốn giao điểm là 


0#-3)(s#3)(s#-#):lÊ-s) 


2 


Đường trung trực đ của ÓF cố nhiên đi qua điểm (0 ; 1) và (1 ; 0) nên đ 
có phương trình x + y —1 = 0. Với mọi điểm M(x ; y), gọi MH là 


x+y-—Ì 
khoảng cách từ M đến đ thì H = rrờyH 


là MF = 4œ—U2?+(y-1. 


và khoảng cách từ M đến Ƒ 


a) Cônic có tâm sai é = ⁄2 là một hypebol. Ta có : 


mm 42 © MF? =2MH? ©(x-1 +(y-1) =(x+y—1)? ©2xy=1. 


. s 
Vậy hypebol đó có phương trình 2xy = 1, hay cũng có thề viết y = 2x" Đó 
là hypebol đã biết ở cấp Trung -học cơ sở. 
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b) Cônic có tâm sai e = 1 là một parabol. Ta có : 
ME 2 2 
——_= ME“. =M 

Mũ l<© H 
©(Œœzx-1+(-1 


=sŒœ+y= Ỷ 
©x/+yˆ-2xy-2x-2y+3=0. 
Parabol có phương trình là (x — y)ˆ— 2( + y) + 3 =0. 


c) CônIc có tâm sai £ = 


là đường elip. Ta có : 
v2 
MF 1 


2_— 2 
MH V2“ “MẸ =MH 


© 4(x- Ÿ + 4(y - ĐŸ =(x+ y— 


© 33? + y”)_— 2xy - 6(x + y)+7=0. 
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